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Capitolo 1

Introduzione

Scopo di questa tesi e dare una panoramica degli strumenti e dei risultati
necessari per dimostrare che le varieta di Fano sono semplicemente connesse.
Questo risultato € dovuto a Kobayashi, che lo dimostro nel 1961 sotto I'ipote-
si aggiuntiva che esista una metrica a curvatura di Ricci positiva. Dalla
soluzione della congettura di Calabi, dovuta a Yau (1978), segue che questa
ipotesi e superflua.

Il contenuto dei vari capitoli ¢ il seguente.

Nel primo capitolo vengono richiamati alcuni risultati classici di geome-
tria Riemanniana, quali il teorema di Hopf-Rinow e soprattutto il teorema
di Bonnet-Myers. Quest’ultimo afferma che una varieta compatta con cur-
vatura di Ricci positiva ha gruppo fondamentale finito. Questo e I'ingrediente
Riemanniano nella dimostrazione del risultato di Kobayashi. Si ricordano in-
oltre i risultati fondamentali della teoria di Hodge per varieta Riemanniane
compatte.

Nel secondo capitolo vengono introdotte le nozioni di struttura quasi-
complessa e complessa, la decomposizione delle forme in bigrado, le classi
di Chern di un fibrato vettoriale, il carattere di Chern e la classe di Todd.
Infine viene enunciato il teorema di Riemann-Roch-Hirzebruch.

Nel terzo capitolo si studiano le varieta di Kéhler, in particolare le pro-
prieta di cui gode il tensore di curvatura di una metrica Kahleriana, sotto-
lineando soprattutto il fatto che al tensore Ricci si puo sostituire una forma
differenziale di tipo (1, 1) che ¢ chiusa e rappresenta la prima classe di Chern
del fibrato tangente. Segue una discussione della teoria di Hodge Kahle-
riana e quindi della congettura di Calabi, ossia del teorema di Yau. Per
quanto riguarda questo risultato fondamentale, ci limitiamo a spiegare come
il problema venga tradotto in una equazione di Monge-Ampere complessa
ellittica.



Nel capitolo finale sono definite le varieta di Fano. Applicando il teore-
ma di Calabi-Yau si dimostra che esse ammettono metriche (Kéhleriane) a
curvatura di Ricci positiva. I risultati del primo capitolo garantiscono quindi
che il gruppo fondamentale ¢ finito. Pertanto ¢ sufficiente considerare rives-
timenti finiti. Un’analisi della caratteristica di Eulero-Poincaré del fascio
strutturale, basata sulla formula di Hirzebruch-Riemann-Roch ed il teore-
ma di annullamento di Kodaira, dimostra che questi sono tutti banali. Cio
conclude la dimostrazione del teorema.

Osserviamo che nei primi anni '90 e stata data una dimostrazione alter-
nativa del fatto che le varieta di Fano sono semplicemente connesse. Questa
dimostrazione, di natura puramente algebrica, e dovuta indipendentemente
a Campana e a Kollar-Miyaoka-Mori.



Capitolo 2

Geometria riemanniana

Consideriamo noti i concetti di varieta differenziabile M, fibrato vettoriale,
metrica riemanniana g e mappa exponenziale exp,. Assumeremo che M sia
sempre connessa.

2.1 Tensore curvatura e curvatura di Ricci

Definizione 2.1.1. Una connessione affine su una varieta differenziabile M
e una mappa R-lineare:

VX (M) x X(M) — X(M)

che sia C* lineare nel secondo argomento e che soddisfi la sequente regola di
Leibniz nel primo:

V(Y)(X) = X(NY + fV(Y)(X)

FEssa viene indicata con

ViY = V(Y)(X)

Diciamo che una connessione e compatibile con la metrica se:
Xg(Y,Z)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ).

Definiamo il tensore di torsione di una connessione come:
Ty(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y].

Teorema(Unicita della connessione di Levi Civita) 2.1.2. FEsiste una
sola connessione su M compatibile con la metrica g e priva di torsione.



Definizione 2.1.3. La curvatura R di una connessione lineare V é un ten-
sore di tipo (3,1) definito come

RxyZ =VxVyZ —VyVxZ — Vixy|Z.
Chiameremo curvatura, con abuso di notazione anche:
R(X,)Y,Z, W) =< RxyZ,W > .
Definizione 2.1.4. Sia X = e, un vettore di norma 1 in T,M, sia
€1y nvyCnt

una base ortonormale dell’iperpiano ortogonale ad x. Definiamo:

TP(X7 Y) = Z < R(eiux)Y7 €; >7
=1

Ricy(X) =) < R(e, X)X, e; > .
=1

Questo valore e indipendente dalla base ortonormale scelta. Supponiamo
che e sia un’altra base del complemento ortogonale di X. Allora e; = Ae;
per A € O(n — 1). Dunque €] = a]e;. Quindi

n—1
Ricy(X) =) < R(e}, X)X, ¢} >=
=1

n—

1
Z < R(Z aijej,X)X,Zaijej >=
J

i=1 g

n—1
ZZazjaik < R(ej,X)X, e >=

i=1 jk
n—1
Z (Zaijaik) < R(ej,X)X, e >=
gk N =1
Zéi’j < R(X, ej)X, e >=
Js

k
Z < R(z,ej)x,e; > .
J

Quindi Ric,(X) non dipende dalla base ortonormale scelta. Diciamo che g
ha curvatura di Ricci positiva se r, ¢ un prodotto scalare definito positivo
per ogni p o equivalentemente se Ric(X) > 0 per ogni X € T,M, con X # 0.
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Simmetrie del tensore di curvatura 2.1.5. Sia (M, g) una varietd rie-
manniana, allora valgono le sequenti identita:

1. RIX,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0, Prima identita di Bianchi o

algebrica,
2. RX,Y,Z,T)+ RY,Z, X, T)+ R(Z,X,Y,T) =0,
3. R(X,)Y,Z,T)=—-R(Y,X,ZT),
4. RX,Y,Z,T)=—-R(X,Y,T,Z),
5. RIX,Y,Z,T)=R(ZT,X,Y).
Dimostrazione. 1. Usando la simmetria della connessione di Levi-Civita:

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = VxVyZ - VyVxZ - Vixy1Z

+VyVzX = VVy X = Vy g2 X + VzVxY = VxVzY — Vix 71V =
Vy[Z, X] + Vx[Y, Z] + Vz[X, Y] — V[va}Z — V[Y,Z]X — V[Zyx]y =
(X, Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z, [ X, Y]].

Poiche (X(M),[,]) e un’algebra di Lie I’espressione sopra ¢ nulla per
I'identita di Jacobi.

2. ¢ ancora (1).
3. segue dalla definizione di curvatura.

4. & equivalente a R(X,Y,Z,Z) = 0, usando la compatibilita con la
metrica otteniamo:

R(X, Y, Z, Z) =< VxVyvZ -VyVxZ — V[X,y}Z,Z >=
X< VyZ Z>—-—<VyZNxZ>-Y <NxZ 7>

1
+ < VxZ,VyZ > —§[X,Y] < 7,7 >=
1
X<VvZ Z>-Y <VxZ Z> _§[X’Y] < 7,7 >=
1 1 1
§X(Y< Z,Z>)—§Y(X < 7,7 >) —§[X,Y} < Z,7Z >=0.

5. Usiamo la (2) e la (3).



2.2 1l teorema di Hopf-Rinow

Un altro concetto che ci serve ¢ quello di varieta geodeticamente completa.

Definizione 2.2.1. Una varieta riemanniana si dice geodeticamente com-
pleta se per ogni p € M, la mappa esponenziale exp, ¢ definita per ogni
v € T,M, cioé se ogni geodetica y(t) che parte da p é definita per tutti i
valori del parametro t € R.

Enunceremo ora il teorema di Hopf-Rinow.

Teorema di Hopf-Rinow 2.2.2. Sia M una varieta Riemanniana. Le
sequenti affermaziont sono equivalenti:

1. per qualche punto p € M exp, ¢ definita su tutto T, M.

2. gli insiemi chiust e limitati di M sono compatti.

3. M e completo come spazio metrico rispetto alla distanza Riemanniana.
4. M é geodeticamente completa.

Inoltre una qualsiasi delle condiziont precedenti implica che per ogni p e q
esiste una geodetica minimale vy che unisce p a q.

Teorema 2.2.3. Sia ™ : M — M un rwestimento e g una metrica su M.
Se (M, g) é completa anche M con la metrica g = m*g lo é.

Dimostrazione. Fissiamo un punto p € M. Vogliamo mostrare che exp; ¢
definita su tutto T;M. Dato & € TyM poniamo v := m,(d). Poiche M &
completa exp,(v) ¢ definita. Sia v : [0,1] — M, y(t) = exp,(tv) e sia 7 il
sollevamento di y tale che §(0) = p. Vogliamo dimostrare che 7(t) = exp;t7,
cioe che 7 ¢ la geodetica di (M ,§) uscente da p con vettore tangente 0. Per
ogni t € [0, 1] siano U; un intorno ammissibile (cio¢ ben ricoperto) di v(t) e
V; un intorno di 4(¢) tali che 7|y, : Vi — U, sia un diffeomorfismo. Poiché
g = m*g, questo diffeomorfismo ¢ isometrico. Poiche la rappresentazione in
coordinate dell’equazione delle geodetiche dipende solo dai coefficienti della
metrica e 7|y () € un’isometria, allora 4 soddisfa I’equazione delle geodetiche.
Sia Vj un intorno di p tale che 7r|v(0) ¢ un diffeomorfismo. Quindi 7oy =~
implica che 7/(0) = . O



2.3 Variazione prima e seconda dell’energia

Ora chiariamo il concetto di variazione di una curva.

Definizione 2.3.1. Sia c¢: [0,a] — M wuna curva differenziabile in M. Una
variazione di ¢ € una mappa liscia f : (—€,€) X [0,a] — M tale che:

f(0,t) = c(t) t €10,al.

E detta variazione propria se

f(5,0) = ¢(0)
e
f(s,a) = c(a),
per ogni s € (—¢,€). Il campo vettoriale lungo la curva definito da
of
V(t)=—=(0,t
) = L.

e detto campo variazionale di f.

Studiamo ora cosa succede al funzionale energia

of
E(S7 t)

2

dt

variando una curva. Useremo nel seguito la notazione:
s
ot ds’

Variazione prima dell’energia 2.3.2. Sia ¢ : [0,a] — M wuna curva
differenziabile e f : (—€,€) x [0,a] — M wuna variazione di ¢ con campo
variazionale V. Se E : (—e€,€) — R ¢é l'energia di f allora:

1 a “
(2.1) §E’(s) = —/ <A Vi > dt+ <y >
0 0
Dimostrazione. i of of
— - L > dt=
ds Jo TR T
@ Dof of
2< ——— —~Z >dt=
/0 Sdsot ot



/ 2 <V, g >dt.
0

Per la simmetria della connessione Riemanniana e poiche [y, 4] = f.[0s, 0] =

£.(0) = 0 si ha:

/ 2<V7/7,7>dt:/ 2< Ve g >dt =
0 0

d a a
2— <7’,1>dt—2/ <A\ Vig > dt =
dt Jo 0
2 <9,y > —2/ <,V > dt.
0 0
Che valutato per s = 0 da il risultato. O

Ora studiamo la variazione seconda nel caso in cui ¢ € una geodetica.

Variazione seconda dell’energia 2.3.3. Sia v : [0,a] — M una geodetica
e f:(—€¢€) x[0,a] — M una variazione propria di . Sia E la funzione
energia della variazione. Allora:

1 D2V d”y)d_fy

2.2 —E"(0) = — t), =~ — dt.
(2. O == [ <V T+ RV >

2

Dimostrazione. Derivando rispetto ad s (?7):

a

—/ <’7,,V;y’.}/>dt:| =
0 0

—/ < v,}//}//,V1’.}/ > —/ < ’yl,vfy/vyj/ > .
0 0

1 1" _d /-
§E (S)_d8{<777>

a

+ < ’V,V,y/")/ >
0

a

<V 4 >

0
Valutando in s = 0 otteniamo che il primo, il secondo ed il terzo termine
sono zero rispettivamente poiche la variazione ¢ propria (per i primi due) e
poiche 7 ¢ una geodetica (per il terzo). Dalla definizione di curvatura:

VyVid = ViV + R(Y,9)7.
Dunque in s = 0 (usando anche la simmetria della connessione)
V., Vid = ViYW + R(V,A)5.
Sostituendo otteniamo la tesi. ]

Ora possiamo dimostrare il teorema di Bonnet-Myers.
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Teorema di Bonnet-Myers 2.3.4. Sia M™ una varieta riemanniana com-

pleta. Supponiamo che r,(X,Y) sia definita positiva per ogni p in M ed esista

un r tale che per ogni p r,(X,Y) > D)« XY > per ogni X,Y € T,M.

r

Allora M ¢é compatta, il suo diametro diam(M) < 7r e |m (M)| < co.

Dimostrazione. Siano p e ¢ due punti in M. Poiche M & completa, per il
teorema di Hopf-Rinow(??), esiste una geodetica minimizzante v : [0,1] —
M ,v(0) = p,v(1) = ¢ che unisce p a ¢. Sia

1
l:L(V):/ <A,y > dt.
0

Per la definizione di distanza riemanniana L(vy) = d(p,q). Supponiamo per
assurdo che [ > mr. Consideriamo n — 1 campi paralleli, ortogonali tra loro

e che appartengano al complemento ortogonale di 7/(t). Sia e,(t) = @ e

siano V;(t) = (sin(nt))e;(t) per j = 1,...,n—1. Tutti questi campi generano
variazioni proprie di 7. Il campo e; ¢ parallelo quindi:

V(0 = V9 3i0) =

V5 Vs (sin(nt)e;(t)) =

V. (cos(mt)me;(t)) =
—m? sin(7t)e; (t).

Inoltre:
< V}a R(V;,’}/)’}/ >=

(sin(nt)? < R(3, ;)¢5 >=
—sin®(mt) K (e, A ej) - 12

Sia K(en(t) A €j(t)) la curvatura sezionale rispetto al piano generato da
en(t),e;(t) in y(t) allora usando la formula per la variazione seconda del-
Ienergia (77):

1 1
SENO == [ <V V74 ROGA) > di =
0

/01 sin®mt(1? — K (en(t) A e;(t)))dt.

Sommando su j e utilizzando la definizione di curvatura di Ricci, otteniamo:
1 n—1 1
5 B(0) = /0 (sin*mt((n — 1)x® — PRic(en(t)))}.
j=1
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Visto che Ric,)(en(t)) > 5(n —1) e I > mr, abbiamo
PRicy(en(t)) > 7*(n — 1).

Quindi

1 = " ! . 2 2 2

§ZEj(O) < /0 sin“mt(m* — 7°)dt = 0.

j=1

Quindi esiste almeno un indice j per cui E;-’ (0) < 0, cosa che contraddice il
fatto che 7 sia minimizzante. Quindi [ < wr. Questo implica che d(p, q) < 7r
per ogni p,q in M e quindi diam(M) < wr. Quindi M ¢ limitata e per Hopf-
Rinow e compatta. Questo conclude la dimostrazione della prima parte del
teorema.

Per dimostrare la seconda parte del teorema, cioe che il primo gruppo
fondamentale & finito, sia M il rivestimento universale di M con applicazione
di rivestimento « : M — M. Usando (??) sappiamo che (M, §) & completa
dove § = m*g. Otteniamo quindi che 75(X,Y) ¢ definita positiva per ogni
punto p € M. Poiche per ogni Up |, € un’isometria ed un diffeomorfismo

(n—1)

gmx.my) =" Yo x v

r5(X,Y) =ry(m X, mY) > "

Quindi per la prima parte del teorema anche M & compatto. Percio_ogni
punto p € M ha solo un numero finito di contrimmagini 7=(p) € M. E

quindi |m (M)| < oc. O
Lemma 2.3.5. Sia (M, g) una varieta riemanniana e sia (U;xy,...,2,)
una carta coordinata. Sia G(x) la matrice dei coefficienti della metrica in x
€ s1ano % 1 campi coordinati. Allora esistono:

e una funzione liscia di x € U
H(z): U — Gl(n,R)
t.c. H(z)> = G(x).
e una riferimento ortonormale su U ey (x),...,e,(x) data da:

0

ei(r) = H(x)™! T

Dimostrazione. Indichiamo con ¢“(z) i coefficienti della matrice inversa al-
la matrice dei coefficienti della metrica in x. G(z) ¢ simmetrica e defini-
ta positiva quindi e diagonalizzabile con autovalori Aq,...,\, positivi. Li
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possiamo indicare quindi come p?, . .., u2. Posssiamo suppore che pi, . . ., fin
siano positivi. Indichiamo con P(z) la matrice del cambio di coordinate
che diagonalizza G(z) e G'(z) la matrice diagonale associata a G(z), os-
sia G'(x) = diag(\y,...,\,). Sia H'(z) la matrice diagonale con elementi
[y sy ed H(z) = P7Y(z)H'(x)P(x). Allora:

H(z)? = P(x) "H'(x)P(z)P(z) 'H'(z)P(z) =

P(z) 'H'(z)*P(x) = P(2) 'G'(2) P(x) = G(x).

Indichiamo con h¥ i coefficienti della matrice inversa ad H(z). Evidente-
mente anche (H(z)™')? = G(z)~!. Siano

el-(:L’):Zhiji i=1,...,n.

j 8.13j

Allora N
g(z)(ei(x), ej(x)) = Zglkh’kh]l =
1k
— Zglk:hikhlj-
1k

Ma:

gik = Z hlshsk'
Quindi:

Zglkhikhlj = Z (Z hsihseh™ W) =
Lk I,k s
3 (S ) -
sl k
= Z (hslhlj5si) =
sl

-t -

= 0.
Quindi i campi
eia) = H(z) 5 (2)
sono una riferimento ortonormale di 7'M |y. [
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Corollario 2.3.6. Sia (M, g) compatta di dimensione n ed r,(X,Y) definita
positiva, allora m (M) € finito.

Dimostrazione. Indichiamo con S,M l'insieme dei vettori in 7, M di norma
1 econ SM = ||S,M. Dimostriamo che SM C TM ¢ un sottoinsieme
compatto.

Sia y, una successione in SM. Sia 7 la restrizione di 7 : TM — M a
SM indichiamo con p, := 7(y,). Da questa successione possiamo estrarre
una sottosuccessione convergente perché M e compatta. Sia p il punto a cui
converge. Scegliamo un intorno di ¢ che banalizzi T M. Fissata una base
locale f = {e1,...,e,} su TM|y sia

F:TM|y —UxR"
la funzione che associa a v in TM

(m(v),a,...,a,)

dove (ay, ..., a,) sono i coefficienti di v rispetto ai campi vettoriali della base
locale f valutati in p. Per (??) esiste una base locale di campi ortonormali
g. I coefficienti della metrica rispetto a questa base locale sono g;;(p) =
;5. Quindi la norma in p di un campo vettoriale espresso in coefficienti
{b1(p),...,bn(p)} rispetto a questa base é:

Zbi(P)Q-

Quindi se v ¢ in SM la sua immagine in U x R” mediante F' ha norma uguale
a 1 (usando il prodotto scalare standard di R™). Usando questa base locale
anche SM puo essere espresso come U x S"!. Quindi esiste una sottosuc-
cessione di ¥, che ¢ definitivamente contenuta in U x S™ 1. Quindi possiamo
esprimerla come (p,,z,). Poiche S"7! & compatta posso estrarre una sotto-
successione convergente di x,. Quindi da ogni successione su SM possiamo
estrarre una sottosuccessione convergente. Pertanto SM e compatta. Sia

r(p, X) == r,(X(p), X(p)) : SM — R,

re . SM e compatta e quindi » ammette minimo €. Poiche r € una

funzione positiva € > 0. Possiamo trovare r tale che ¢ = (”T_zl) Quindi
rp,(X,Y) > € > 0 e possiamo applicare il teorema di Bonnet-Myers ottenendo
la tesi. O
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2.4 Coomologia di De Rham

Definizione 2.4.1. Indichiamo con A%, le sezioni di )\ *(T*M). Definiamo
il prodotto esterno come:

A AR x AL — AT (o, B) = a A B
Definiamo il differenziale esterno d : A*¥ — AFl in maniera invariante
usando la formula di Palais:

k+1

d(&)(vlv cee 7Uk+1) = Z(_l)iJrlvi(a(Ul: ce 761'7 ce 7Uk+1)+

i=1

Z (—1)i+ja([?}i,’l)j],1]1, c. ,’lA}Z', c. ,”lA}j, e, Uk 1)
1<i<j<k+1

conv; € X (M).
Si prova con calcoli espliciti che d? = 0. Pertanto:

05 A~ AL 2L L g

e un complesso differenziale.

Definizione 2.4.2. La coomologia di de Rham di una varieta differenziabile
M e definita come la coomologia di questo complesso, cioe:

Ker(d : AF(M) — AFY(M))

Han(M,R) = s A=100) — AFM))

La coomologia di de Rham e molto interessante per il seguente teorema.

Teorema di De Rham 2.4.3. Sia M wuna varieta differenziabile. Sia
H’goo(M, R) la coomologia delle k-cocatene singolari C*°. Allora la mappa
naturale

I:Hy(M,R) — HE (M,R)
indotta dall’integrazione delle k-forme lungo le k-catene singolari C*° ¢ un
1somorfismo.

E noto peraltro che H gm (M,R) & canonicamente isomorfo alla coomologia
singolare, un oggetto puramente topologico.
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2.5 Teoria di Hodge su varieta Riemanniane

La teoria di Hodge sulle varieta orientate compatte permette, una volta
scelta la metrica, di scegliere un rappresentante canonico in ogni classe di
coomologia di De Rham.

Definizione 2.5.1. Dato un prodotto scalare su uno spazio vettoriale V'
induciamo una metrica che indicheremo con abuso di notazione <, > su

ogni prodotto tensoriale di V e V* imponendo che se {ei,...,e,} € una
base ortonormale anche gli elementi della base duale {dz", ... dx"} tale che
dz'(e?) = &) lo siano e le basi ottenute da prodotti tensoriali della base

ortonormale sia ancora ortonormali. Questa definizione puo essere applicata
fibra per fibra nel caso di metriche Riemanniane su fibrati vettoriali

Lemma 2.5.2. Sia (M, g) varieta riemanniana e sia (U;xy,...,x,) una
carta coordinata su M. Siano % 1 campi coordinati e dx' la base duale
K3

associata. Allora: . . B
< dz', dr’ >= g¥.

Dimostrazione. Per (?77) troviamo che

, 0
da'(e;) = > Whda' () =

k
> hiks, = nt.
k
Quindi se indichiamo con de’ I’elemento duale di e;:
dr' =Y " h'de.
J
Per come abbiamo definito il prodotto scalare indotto:

< da' da) >=< Y WFde")> " hMdet >=
k k

th’bhk‘] _ gw
k
]

Definizione 2.5.3. Sia (M,g) una varieta riemanniana n-dimensionale.
Defintamo forma volume la n-forma vol tale che

< wol,vol > (p) =1 Vpe M

e che vol() > 0 sulle basi positivamente orientate.
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Lemma 2.5.4. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Sia (U;x1,...,x,) una
carta coordinata su M. Allora

vol = y/det g;j(z)dz" A -+ A da™.

Dimostrazione. Siano %, . % i campi coordinati. Quindi usando i lemmi
n

precedenti, la forma volume rispetto alla metrica indotta é:
vol(z) = de' () A - -+ N de"(x) =

det(H)dx' A -+ A dz"™ =

Vdet G(z)dz' A -+ A dx™.

O

Dimostriamo ora un piccolo lemma di algebra lineare che ci sara utile in
seguito.

Lemma 2.5.5. Sia G : [0,1] — Gl(n,R) una funzione € allora:

1.
d .\ ,dG
(2.3) SO = -GG
2.
d . dG
(24) o1 det(G(t) = det(G(to)) - Tr(G™ (to) - (to))-

t=to
Dimostrazione. (1)Poiche G(t)G(t)~" = Id derivando ottengo:

4G dG-1
e B Lo A
a" Ty =%

da cui (77),

(2) Incominciamo dimostrando che per D matrice diagonale:
det(I + sD) =1+ sTr(D) + O(s?).
Siano Ay, ..., A, le componenti di D
det(I +sD) = (1+sAy)----- (14 s\,) =

=1+ 8\ +...4+ 5\ +0O(s%).
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Sia A diagonalizzabile, allora esiste una matrice P ed una matrice D
diagonale tale che P~'AP = D. Quindi:

det(I+sA) = det(P~1)-det(P)-det(I+sA) = det(P *P+sP'AP) =
=det(I + sD) =1+ sTr(D).
Poiche la traccia non dipende dalla base scelta:
det(I + sA) =1+ sTr(A).

Visto che le matrici diagonalizzibili sono dense in Gi(n,R) e il deter-
minante € una funzione continua allora per A € Gl(n,R),

det(I 4+ sA) =1+ sTr(A).

Calcoliamo ora:

d . det(G(to +t)) — det(G(to))
47 Aet(G(T)) =gy = lim ; -

det(G(to) + 15 (to)) — det(G(to))
lim .
t—0 t

Poiche G(t) € Gl(n,R) per ogni t allora per Binet:

i det(Glto 0) + 15 (to)) — det(G(to)) _
t—0 t

det(I + tG~1(to) % (ty)) — det(1)
" :
Applicando det(] + sA) = 1+ sTr(A) otteniamo:

= Pn% det(G(ty))

lim det (G ))det(l+tG Yto) % (tg)) — det([) _

t—0 t

= det(G(ty)) - Pi%tTT(G (t i)
det(G(to))Tr(G~ (¢ )Zf(to))
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Definizione 2.5.6. Sia (M, g) una varieta orientata di dimensione m. Us-
ando la metrica e l'orientazione introduciamo [’operatore:

0 AF — A™F
tale che per ogni f € A™F
aAxf=<a, > wvol.

Chiaramente % ¢ R-lineare. Sia « una k-forma scomponibile di norma 1
e si T = *a. Sia n = *T.

a AT =wvol T An=vol.

Quindi:
aANT=TAN= (—1)k(m_k)77 AT.

Quindi:
() = (~1)0"Ha,

In generale per a k-forma:

() = (=1)Fm=Kq,
Sia *~! I'operatore inverso di *.

* 1 (xa) = a.

Quindi:

* = (—1)k(m_k) 1

1 = (—1)k(m_k) * .
Definizione 2.5.7. Definiamo [’operatore

d* AP — AP

come
d* = (_1)mp+m+1 * od o *.

In particolare

d*od* =+ %xodoxoxodox =+ xo0d?ox =0.
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Definizione 2.5.8. Sia (M, g) una varieta orientata compatta. Definiamo
il prodotto scalare L? di forme differenziali

<¢,w>gz=/M<¢,¢>voz:/M¢Aw.

Lemma 2.5.9. Sia (M,g) una varieta orientata compatta. Allora d* é
l’aggiunto formale rispetto alla norma L2 dell’operatore d. Cioé

(do, )2 = (¢, d") 2 Vo € AP, Vip € AP

/M<dgz5,¢>dv:/Md¢/\*¢:
=/Md(ebw})+<—1)”“/M¢Ad(*w>.

Il primo termine e zero per il teorema di Stokes. Quindi:

(d(b? w)EQ =

— (1 /M b A d(x) =

= (=17, (d(x))) 2 =
= (=17 (=1)PR (G, x(d(x)) ) o

Studiamo ora la seguente espressione modulo 2

Dimostrazione.

p+l+(m—pp=1l+pm+p +p=

=pm+1+pp+1).
Poiche p(p + 1) ¢ pari:

pm+1+pp+1)=pm+ 1.
Quindi se ¢ & una (p + 1)-forma:
d* = (—=1)P"" x od o .
Se 1 fosse quindi una g-forma con ¢ =p — 1:
d* = (—1)(‘1“)erl xod o x =
- (—1)‘1m+m+1 % od o *.

e questo prova la tesi. O
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Come esempio vediamo la formula in coordinate dell’operatore d* sulle
1-forme. Sia (U;xy,...,x,) una carta coordinata positiva su M. Allora da
(??7) abbiamo che:

vol = y/det g;j(z)dz' A -+ A da".
Alleggeriamo un po’ la notazione usando:
v = det g;; de =dx' A+ A da™.

Utilizzeremo anche la convenzione di somma di Einstein. Sia o = a;dz?
la rappresentazione locale di «, a; € C*(U). Sappiamo da (?7?) che Vo €
C®(M):

(d¢7 01)52 = <¢7 d*a)ﬁ2~

/ < do,a > vol = / od*awol.
M M

00
dp = 5 ~da'

Ovvero:

In coordinate:

Quindi

< dp,a >= %Oéj < dzt, de? >=
axi

9o
= 9z 9
per il lemma (?7). Sia ¢ € Cg°(U). Allora:

(dgb,oz)y:/ <dgz§,oz>vol:/ < d¢p,a > vol =
M U

dp .
/U 3xz’gjajﬁdx -
integrando per parti e poiche ¢ € C3°(U)
25 == [ oo (gaAde = [ o (ga, A
' - U 3% g J ,y - M 8.’]31 g J " '

Ma:

o
axi(gj%‘\/’_V) =

%) 0/

g O y
2. EATY i _—J ) _
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Usando (?7)
0 ij_ _gik%gu

8%19 (‘39(:2 ’

invece:
Usando(?7?)
&Eiﬁ— _2\/579 o,
V7 09k
Quindi (?7?) diventa:
0951 0o 1 Ogu
_ i I3tk ij J =i kL IR
(2.7) V(=g 8$ig ap +g 6xi+2‘q ;g 33%)'
Studiamo:
L i ki Ok % 1599k
2.8 | =i kLIRS ik 1 Ik )
(2.8) ay(Qg il A v
Poiche: . 9 5 p
Tk — = km( 9Imi Imi  OFij
Y 29 (6% + 8xj 8l’m ’
e

.. — 1<agmj OGmi _ 09
wm ox; oxj  O0xm )

Otteniamo che:

agmi
J + J axj
Sostituendo in (??7) e contraendo gli indici:
Loiip o L i L ik
(2.9) | 59 Iy + 59 Uik =97 T — 9", |-

L’espressione sopra ¢ equivalente (scambiando nel secondo termine la [ con
la k e nel terzo la [ con la i e la i con la k) a:

Q”F';ii - gijrfk - gikrii = _gikrir

Abbiamo quindi che (??) diventa

- Oovs o
(2.10) ﬁ(g” a;, - ajg““F@
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E sostituendo (??) in (??) otteniamo che:

day; ik
(%UZ + g T

d*a:_gij

Definiamo ora il Laplaciano sulle p-forme:
Definizione 2.5.10. Sia (M, g) varieta orientata compatta. Poniamo A =
dd* + d*d.
A AP — AP
Definizione 2.5.11. Una forma « si dice armonica se

Aa) = 0.

Lemma 2.5.12. Sia (M, g) varieta orientata compatta. Allora A(a) =0 se
e solo se do = d*av = 0.

Dimostrazione. In un senso ¢ ovvio. Nell’altro, se A(a) = 0, allora
0= (A(a),a)rz = (dd*a, )2 + (d*do, ) g2 =
(d*a, d*a) 2 + (dov, da) g2 = ||d" 0|72 + [|der][Ze.
e questo dimostra il teorema. O

Definizione 2.5.13. Indichiamo con H*(M) lo spazio delle k-forme ar-
moniche su M.

Decomposizione di Hodge 2.5.14. Sia (M, g) una varieta orientata com-
patta. Allora esiste una decomposizione ortogonale rispetto a (, )z:

AR(M) = dAFY (M) & HF (M) @ d* AF (M),

E facile dimostrare che & una somma diretta ortogonale. Sia infatti a €
dARL (M) N d* A*H(M). Allora esistono una forma 3 € A*1(M) ed una
forma v € A¥1(M) tali che:

a=df=d.

Calcoliamo:
(o, ) p2 = (dB,d* ) 2 =
(d°8,7)c2 = (0,7)z2 = 0.
Quindi a = 0 e dunque dA**(M) N d* A* (M) = 0.
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Sia a € dA*1(M) NH*(M). Allora esiste una forma 3 € A*~1(M) tale
che a = df3. Per il teorema (??) sappiamo che d*«a = 0. Quindi:

(a,0) = (df, )2 = (B,d" )2 = 0.

Dunque dA*Y(M) N H¥M) = 0. Sia a € d*A*(M) N HE(M). Allora
esiste una forma v € A*1(M) tale che a = d*y. Sempre per il teorema (?7)
sappiamo che da = 0. Quindi

0= (O{,d*’y)ﬁ2 = (da,y)@ =0.

E quindi anche d*A*" (M) N"H*(M) = 0 Ragionamenti simili ci mostrano
che i tre spazi sono ortogonali rispetto a (, )z2. Che dA*1(M) @ H*(M) @
d* A+1(M) sia tutto A* ¢ invece un teorema di esistenza non banale che
richiede alcuni elementi della teoria delle equazioni alle derivate parziali
ellittiche lineari.

Teorema di Hodge 2.5.15. FEsiste un isomorfismo:
HE(M) ~ H*(M).

Dimostrazione. Sia a una forma armonica. Allora per (??) « & chiusa. Quin-
di ha senso studiare la sua immagine in H*(M). Sia quindi F la funzione
che associa ad « la sua classe in H*(M):

F % — HY(M)

F(a) = [a].

Vogliamo provare che F' & un isomorfismo.

Sia F(a) = 0. Quindi « & esatta e per il teorema precedente a = 0.
Questo prova l'iniettivita di F'.

Sia invece [n] in H*¥(M). Per il teorema di decomposizione di Hodge n =
a—+dB+d*vy. Poiche n e chiusa ognuno dei termini deve essere chiuso. Quindi
dd*y = 0. Allora, indicando con (, ) il prodotto scalare £:

0= (dd*y,7) = (d"y,d"y).
Quindi d*vy = 0. Percio:
(] = [+ db] = |o] = F(a).

Quindi F' e suriettiva. 0
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Capitolo 3

Varieta complesse

Una varieta complessa e una varieta differenziale su cui e presente una strut-
ture aggiuntiva. In questo capitolo introdurremo il concetto di struttura
quasi complessa e la relativa scomposizione degli spazi tangenti, gli operatori
0, 0, il concetto di struttura integrabile, i fibrati olomorfi e le classi di Chern.

3.1 Strutture quasi complesse

Sia M una varieta differenziabile.

Definizione 3.1.1. Una wvarieta M si dice quast complessa se esiste un
endomorfismo del fibrato tangente

J:TM—TM

tale che
J? = —id.

Una struttura quasi complessa ci permette di decomporre il fibrato tan-
gente.

Teorema 3.1.2. Sia M wuna varietd quasi complessa. Allora esiste una
decomposizione in somma diretta

TeM =TY°M @ T M

in fibrati vettoriali complessi su M, tali che [’estensione C-lineare di J agisce
come moltiplicazione per i su TYY rispettivamente per —i su T
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Dimostrazione. Ragionando fibra per fibra decomponiamo
ToeM =TYM T M
dove T}OM & il kernel di J(z) —i-id(z) e T M & il kernel di J(z) +1i-id(z).

L’affermazione segue immediatamente. ]

I due fibrati TV"°M e T%'M vengono chiamati rispettivamente il fibrato
tangente olomorfo ed antiolomorfo della varieta quasi complessa. Quindi per
ogni varieta quasi complessa possiamo definire i fibrati vettoriali complessi

N eM= N\ KTedy N\ RIMa= N\ (TOM) @ \ (T M)

I fasci delle loro sezioni vengono indicati con i simboli A~ e Aff. Le
sezioni globali di 4P sono chiamate forme di bigrado (p, q). Indicheremo le
proiezioni A(M)* — A*(M), A(M)* — AP9(M) rispettivamente con II¥ e
[P,

Corollario 3.1.3. Esiste una decomposizione naturale in somma diretta

A S @A - B A

pt+q=k ptq=k

Definizione 3.1.4. Sia M una varieta quasi complessa. Se d : A’f% — AkH
l’estensione C-lineare del differenziale esterno, allora si definiscono:

O =TIt o ¢ 0 =TI o (.

La regola di Leibniz per il differenziale esterno implica la regola di Leibniz
per 0 e 0.

Teorema 3.1.5. Sia M una varieta quasi complessa. Allora le due sequenti
condizioni sono equivalents:

1. da = 9(a) + 9(a) per ogni o € A*M
2. su AY(M) si ha TI°? o d = 0.

Dimostrazione. 1 implica 2 banalmente. Nell’altro senso, d = 9 + 0 se e
solo se da € A(M)PT14 @ A(M)P7! per ogni o € AP4(M). Localmente a
puo essere scritta come una somma di termini della forma fw;, A--- Aw;, A
wj, A -+ Awj,. Per la linearita e la proprieta di Leibniz dell’operatore d il
calcolo di questo differenziale si riduce a studiare df, dw;, , dwj,. Chiaramente
df € AV (M) @ A% (M) e per ipotesi dw; € A*°(M) @ AY1(M) e dw) €
ALY (M) & A% (M) (per coniugio dell’ipotesi). Quindi da € APTH(M) &
AP, ]
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Una struttura quasi complessa si dice integrabile se e verificata una delle
due condizioni del teorema precedente. Vi sono altre caratterizzazioni equiv-
alenti del concetto di struttura integrabile.

Teorema 3.1.6. Una struttura quasi complessa ¢ integrabile se e solo se il
commutatore di campi vettoriali preserva T'(T*Y)M cioé:

[D(T%' M), T(T" M)]  T(T** M).

Dimostrazione. Sia o € A"V e siano v, w sezioni di T%!. Allora, usando le

formule di Palais per il differenziale esterno ed il fatto che « si annulla su
701
(da) (v, w) = v(a(w)) —w((v)) — a([v, w]) = —a([v, w]).

Quindi da non ha componenti di tipo (0,2) per ogni « se e solo se [v, w] & di
tipo (0,1) per ogni v, w di tipo (0,1). ]

Teorema 3.1.7. Se J & una struttura quasi complessa integrabile, allora
0% =0,0°=0 e 90 = —00. Al contrario, se 9*> = 0, allora J ¢ integrabile.

Dimostrazione. La prima affermazione segue da:
0=d*=(0+0)*= 0%+ 090+ dd + 9.
usando la scomposizione in bigrado. Per la seconda affermazione sia o

una (0,1) forma. Siano v,w sezioni locali di T%'M. Quindi (da)(v,w) =
(Oa) (v, w). Sia o = Jdf. Quindi:

0= (0°f)(v,w) = v((0f)(w)) — w((0f)(v)) — (Of)([v, w]) =
v((df)(w)) — w((df)(v)) — (OF (v, w]) =

visto che v, w € T M

= (d*f)(v,w) + (df (v, w]) = (0f)([v,w]) = 0+ (Of)([v, w]).

Poiche d = 0 + 0 su A°. Visto che in ogni punto le (1,0) forme del tipo Jf
generano A1 questo ci dice che [v,w] € T M. O

3.2 Varieta complesse

Ora introdurremo il concetto di varieta complessa e di struttura complessa.
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Definizione 3.2.1. Un atlante olomorfo su una varieta differenziabile é un
atlante (U;, ¢;) della forma ¢; : U; ~ ¢;(U;) C C™ tale che le mappe di
transizione ¢;; == ¢; o qu_l sono olomorfe. Due atlanti {U;, ;},{Uj, ¢} sono

detti equivalenti se tutte le mappe ¢; o ¢'7% sono olomortfe.

J
E quindi:

Definizione 3.2.2. Una varieta complessa M di dimensione n € una varieta
reale di dimensione 2n dotata di una classe di equivalenza di atlanti olomorfi.

Al solito si definisce cosa si intende per funzioni olomorfe su C e da una
varieta complessa ad un’altra.

Definizione 3.2.3. Siano M,N varieta complesse. f: M — (C) si dice olo-
morfa se fog; ' & olomorfa per ogni carta dell’atlante olomorfo che definisce
M. g: M — N sidice olomorfa se ¢; o f o ¢ & olomorfa per ogni carta
degli atlanti olomorfi che definiscono M ed N.

Si definisce in maniera usuale anche il concetto di fibrato olomorfo.

Definizione 3.2.4. Sia M una varieta complessa. Un fibrato vettoriale
olomorfo di rango v su M e una varieta complessa FE con una mappa olomorfa

T FE— M

con la struttura di spazio vettoriale di dimensione r su ogni fibra, la proprieta
di banalita locale e mappe di transizione biolomorfe.

Teorema 3.2.5. Ogni varieta complessa ammette in maniera naturale una
struttura quasi complessa.

Dimostrazione. Il problema e puramente locale. T, M puo essere visto an-
che come uno spazio vettoriale reale di dimensione 2n. Siano z; = x; +

Wi,y 2n = Tp + 1Y, coordinate olomorfe su U. Una base canonica di T, M
visto come spazio vettoriale reale e data da:
0 o 0 0

Ogni T, M ammette una struttura quasi complessa naturale:

0 0 0 0
<8xi)_ Oy J(ayi)__axi.
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Controlliamo che questa definisce una struttura quasi complessa definita su
tutta la varieta. Siano w; = wq + vy, ..., w, = u, + v, altre coordinate
olomorfe su U e sia J:

0 0 0 0
8ui) - O, J(avi> T ou

J puo essere rappresentata rispetto ad entrambe le basi reali come:

0 |1,
-1, 0

Dove I,, ¢ una matrice identita di dimensione n. Poicheé i cambiamenti di
coordinate sono olomorfi, lo jacobiano reale del cambiamento di coordinate
da z; a w; si rappresenta con la matrice A:

duy dv;
<azj)ij (a;)ij
(=aat)is | (Gat)is
Se le due matrici commutano allora J e ben definito su tutta la varieta.
Usando la regola di moltiplicazione per blocchi delle matrici calcoliamo J - A.

(—5)u | (5
(=5 | (=5 )

dv; du;
(=5e9)is | (5ah)is
(=5 )is | (= 52D
Le due matrici coincidono quindi la struttura quasi complessa e definita su
tutta la varieta. O]

J(

Ora calcoliamo A - J:

Teorema 3.2.6. Se M ¢ una varieta complessa, allora TY°M ¢ un fibrato
vettoriale olomorfo.

Dimostrazione. Nel teorema precedente abbiamo visto che se il cambio di
coordinate e olomorfo allora la struttura complessa rappresentata punto per

punto da
0 I,
-1, 0

e lo Jacobiano del cambiamento di coordinate commutano. Abbiamo definito
T;’OM come il kernel dell’omomorfismo di fibrati

J(x) —i- Id(z).
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Indichiamo con Jac 'estensione C-lineare dello Jacobiano del cambiamento
di coordinate. Sia J sia Id commutano con lo jacobiano del cambiamento di
coordinate se il cambiamento di coordinate ¢ olomorfo. Sia v € ker(J(z) —

i-Id(x)). Quindi
J(z) - Jac(x) -v—i-Id(x) - Jac(z) - v = Jac(z)(J(z) - v —i-Id(z)-v) =0.

Quindi anche Jac(x) - v appartiene a TH°M. Quindi le carte di transizione
del fibrato T'M¢ mandano basi olomorfe in basi olomorfe. O

Possiamo ora definire il fibrato tangente 7, e cotangente olomorfi 2,
come il fibrato vettoriale di dimensione n con funzioni di transizione gli Ja-
cobiani delle carte di transizione ed il suo duale. Possiamo inoltre definire il
fibrato delle p-forme olomorfe come Q4, = A PQ,,. La cosa interessante &
che il concetto di struttura quasi complessa integrabile ¢ strettamente legato
a quello di struttura complessa da questo difficile teorema.

Teorema (Newlander-Nirenberg) 3.2.7. Ogni struttura quasi complessa
integrabile e indotta da una struttura complessa.

Dimostriamo ora un teorema che utilizzeremo nel seguito.

Definizione 3.2.8. Una funzione

f-M—=R
st dice pluriarmonica se: B
00f = 0.
Teorema 3.2.9. Sia:
f:M—>R

pluriarmonica. Se f ammette un massimo o un minimo € costante. In
particolare se M e compatto, f € costante.

Dimostrazione. Sia ¢ = maxey f(p). Poniamo Q = {p € M : f(p) = c}. Per
la continuita di f € ¢ un insieme chiuso. Dimostriamo che ¢ anche aperto.

Sia pg € Qe (U;zy,...,2,) un sistema di coordinate centrato in py con U
CONNeEsso.
00f = T 1 pds
= 021077
Quindi:
>f
021077
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su U. Poiche:

0? o .0,,0 0

0? 0?
02107 <8xi B Zayi) ((%i + Zayi

1
):1(3—3312+@—y12)=

Si ha Af = 0. Quindi f ¢ una funzione armonica su U nel senso ordinario,
ed assume il suo massimo nel punto interno py. Per il principio del massimo
per funzioni armoniche ordinarie, f e costante nell’aperto U. Dunque U C 2
e quindi €2 ¢ aperto. Poiche M e connessa 2 = M ed f & costante. O

3.3 Connessione e curvatura sui fibrati com-
plessi

Definizione 3.3.1. Sia AP(E) =T'(M,\ P(TM*)® E). Una connessione

su un fibrato vettoriale complesso ¢ una mappa C-lineare
V:AE) — AY(E)
tale che sia soddisfatta la regola di Leibniz:
V(f-s)=d(f)©s+[-V(s)
per ogni funzione f su M ed ogni sezione locale s di E.

Identita di Bianchi differenziale 3.3.2. Una connessione V é un oper-
atore locale. Cioé se una sezione s e identicamente nulla su un aperto U,
allora lo é anche V(s)

Dimostrazione. Sia V un aperto che contiene U. Siap € U ed f una funzione
che vale 1 fuori da U e che e nulla su un intorno V' di p contenuto in U. Allora
s = f-s. Allora:

V(s)=V(fs)=df @ s+ fV(s).

Poiche f ¢ uguale a 0 su V' anche df = 0 su V. Quindi
V(s)(p) = 0.
Poiche p € U ¢ arbitrario allora V(s) = 0 su tutto U. O

Quindi la connessione ¢ un operatore locale, ossia un omomorfismo dei
fasci.

Definizione 3.3.3. Una sezione s di E é detta parallela (rispetto a V) se
V(s) =0.
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Data una connessione su un fibrato vettoriale vengono indotte delle con-
nessioni su tutti i fibrati vettoriali associati.

Teorema 3.3.4. Siano E, ed E5 due fibrati vettoriali su M dotati di con-
nessioni V1 e Va rispettivamente. Siano s ed sy sezioni locali di Fy ed Es.

Allora:
1. V(s1 @ s2) = Vi(s1) ® Va(s2) € una connessione su Ey & F,
2. V(51 ® s9) = V1(81) ® 89+ 51 ® Va(s2) € una connessione su Ey @ Es.

3. sta f un omomorfismo locale da Ey ad Es. Una connessione naturale
su Hom(FEy, Ey) é:

V(f)(s1) = Valf(s1)) = [(Vi(s1)),

dove nel secondo termine 'omomorfismo f & applicato alla 1-forma
Vi(s1) a valori in Ey secondo la regola:

fla®t) =a® f(t).
Dimostrazione. 1. controlliamo che sia soddisfatta la regola di Leibniz:
V(f(s1@82)) =V(fs1® fs2) =

= Vi(fs1) ® Va(fsa) = (df s1 + fVi(s1)) D (df s2 + [Va(s2)) =
= df(s1 @ s2) + [(Vi(s1) ® Va(s2)).

2. controlliamo ancora la regola di Leibniz:
V(f(s1®52)) = V((f$1) ® 52) =

=Vi(fs1) @ s2+ f-51® Va(se) =
=df - 51 @82+ [Vi(s1) @ 52+ 51 ® Va(s2) =
=df @ 51 @ so+ V(51 R 83).

3. e ancora:

V(g f)(s1) =Valg- f(s1)) =g f(Vi(s1))

=dg- f(s1) +9-Va(f(s1)) —g- f(Vi(s1)) =
=dg- f(s1) +9-(Va(f(s1)) = f(Vi(s1)).
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L’ultima costruzione implica in particolare che, se dotiamo il fibrato ba-
nale con la connessione data dal differenziale esterno otteniamo una con-
nessione V* sul duale E* di ogni fibrato £ dotato di una connessione V.
Esplicitamente abbiamo:

VE(£)(s) = d(f(s)) = f(V(s)).

E quindi possiamo costruire una connessione su Hom(E, E) ~ E ® E* in
questo modo:
Vis® f)=V(s)® f+ s V*(f).

Lemma 3.3.5. Supponiamo che E — M sia un fibrato vettoriale differenzi-
abile di rango r. Allora per ogni x appartenente ad M esiste un intorno U
ed {e1,...,e,} conej € AU, E) tali che {e1(z),...,e,(x)} sono una base
di 7 (). Queste sezioni vengono chiamate base locale del fibrato E.

Dimostrazione. La definizione di fibrato chiede che per ogni z € M esista un
intorno U di x tale che 771(U) ~ U x C". Sia {z1,..., 2,} una base di C".
Sia e;(x) = (x, ;). Queste sezioni soddisfano la tesi. O

Enunciamo ora un piccolo teorema che ci permettera di rappresentare
localmente le p forme a valori in un fibrato.

Teorema 3.3.6. Siano E ed E' due fibrati vettoriali su M. Allora esiste un
1somorfismo:

7 ANE) @ a0y A(E') ~ AYE @ E').

Per cui

A' @ AY(E) ~ A"(E)

A? @ A°(Hom(E, E)) ~ A*(Hom(E, E)).

Nel seguito quando indicheremo i coefficienti di una matrice con gj- I'indice
in alto indica le righe e I'indice in basso indica le colonne.

Sia f una base locale su U. Definiamo la matrice di connessione 6(V, f)
come

OV, f)=105(V. )] 05(V.[)e AM

ove

Ve, =02(V, fle,

(usando la convenzione di somma di Einstein). Possiamo usare la matrice di
connessione per rappresentare esplicitamente ’azione di V sulle sezioni di E.
Sia & = £°(f) - e, nella base locale. Quindi

V(§) = V(& -e,) =d(£) - e, + "V (e,) =
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= d(€) - e, + E°05e,).
Quindi:
V¢ = (d€ +0¢)7 - eo,

se si indica con d¢ il vettore colonna di forme d&P.Per cui
V¢ =[d+ €.

Sia f’ una base locale che banalizza F in un intorno V' che interseca U e sia
g la funzione di transizione del fibrato che manda f|yny in f'|yay.
Indichiamo con ¢’ la matrice di connessione rispetto ad f'. Perp e UNV

si ha:
/

¢j(p) = g;(p)ei(p)-

Abbiamo definito la matrice di connessione 6 come una matrice di 1-forme
tale che: .

V(@Z) = 95 €.

Quindi

V(gle;) = dgle; + glbke, =

V(el)

)

(dg! + g:07)e;.
Inoltre: A _ A A
V(ey) =07 ¢; = 07 gier = 0 gle; = g0 e;.
Confrontanto i coefficienti ed usando la definizione di prodotto righe per
colonne tra matrici sopra otteniamo:

(3.1) g0’ = dg + 0g.

Siano # una matrice di p-forme e w una matrice di g-forme. Indichiamo con
6 A w la matrice di componenti:

(9/\w)§- =0 /\wf.

Per una p-forma w a valori in £/ (sempre indicando con w’ la rappresentazione
locale rispetto alla base f') (w') = (w')€¢} = (W')" - gle;. Quindi:

)

Siano invece w una p-forma a valori in Hom(FE, E) e £ una sezione di E. Su
una base locale w puo essere vista come una matrice di p-forme e £ come
un vettore. Abbiamo quindi che w induce una mappa dalle sezioni di £ alle
p-forme a valori in E definita fibra per fibra nel seguente modo:

(n(x))” = w(@)7€"(x).
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Abbiamo quindi che localmente:

n(f) = w(fES).

Sotto 1’azione di una mappa di transizione del fibrato £ abbiamo che:
N =uw',
g n=uw'g ¢
Quindi

W= g_lwg.

Definiamo un’estensione della connessione alle p-forme a valori in E in questo
modo: sia w una p-forma a valori in F, ne prendiamo la rappresentazione
locale w(f)

V(w(f) = dw(f) +6(f) Aw(f).

Controlliamo che questa sia ben definita, cioe che sia compatibile con le
funzioni di transizione del fibrato.

V() =du' +0' N =
=d(g7'w) +(97'dg + g7 '09) N g™ w.

Poiche d(g~') = —g~'dgg™" (vedere ?7?) allora I'espressione qui sopra diventa:
—g Mdgg ' ANwH gl dw+ gt dghg T w g g A g w =
=—gldgg ' Nw+gldw+gldggt AwFgTIOANW =
=g Hdw+0Aw) =g 'V(w).

Dunque V(w) & ben definita. Definiamo la curvatura come la mappa:
0: A E) — AYE)
O(&) = V*(¢)

Per cui:

Vi =V(V(¢) =
V(d¢ +6¢) =
=’ + 0 NdE+ d(OE) + O N OE =

Se indichiamo con df la matrice con componenti (df)} = d(f)’

7

— O AdE+dOE— O AdE + 0 A BE.
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Otteniamo quindi che
V2(€) = (df + 6 A O)E.

Possiamo quindi identificare localmente © con la matrice di 2-forme
O=di+0N0.
Prendendo il differenziale esterno di
g0 = dg + 0g

otteniamo:
d0-g—0Ndg=dgNO +qg-db.

Inoltre 6 = g~'dg + g'0g. Quindi:
g(dd' + 6" NO") = (df + 0 N G)g.

Ossia ©' = ¢7'0¢. Quindi O si trasforma come una 2-forma a valori in
Hom(E,E).

Questo ci permette di definire una 2-forma globale che chiameremo cur-
vatura e che indicheremo con R € A*(Hom(E,E)), con rappresentazione
locale ©.

Le forme differenziali AP(M, Hom(E, E)) sono localmente matrici di p-
forme. Vogliamo usare questo fatto per definire un prodotto di Lie sull’al-
gebra A*(M, Hom(E, E)) = @, A*(M, Hom(E, E)). in modo che date due
forme scomponibili = € A?(M, Hom(E,E)) e ¥ € AY(M,Hom(E, E)) con
rappresentazione su una base locale di F a ® A e § ® B rispettivamente

a®A B0 Bl =al®[A B
Definiamo quindi:
() W] =EF) ATf) = (1) (f) AE(S).
Se g & una mappa di transizione del fibrato:
=(f9) = g 'E(f9).

U(fg) =g "¥(fg).
E quindi:
[2(f9), ¥(f9)l = g7 [E(f), ®(f)lg-

Identita di Bianchi differenziale 3.3.7. dO(f) = [O(f),0(f)].
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Dimostrazione. Sia 6 := 0(f) e © := O(f).

O=do+0N80.
Quindi:
dO =d’0+dONO—ONdD =
dONO—0Ndb.
Ma:

©,0] =[d0+0N6,0] =
dINO+ONOND— (1> ONdO+ONOND) =
do NG — 0 Ndb.
O

Calcoliamo ora la curvatura della connessione indotta su /\ "E. Abbiamo
visto che dato un fibrato E con connessione V, la connessione D indotta su
E ® FE ¢ data da:

D(e1 ®ey) = V(er) @ ey + e ® V(ey).

Segue direttamente che dato un fibrato E la connessione indotta su A" E é:

D(el/\.../\en):i(el/\.../\V(ei)/\.../\en).

i

Calcoliamo quindi la curvatura indotta:

D2(61/\.../\en):i(i(el/\.../\V(ej)/\.../\V(ei)/\.../\en)—i—

+er A AR(e) N N et

+i<elA...Av<e@->A...AWej)A---Aen))-

>
Studiamo questa espressione spezzandola. Abbiamo dunque che, per le pro-
prieta del prodotto esterno:

261/\.../\(9{@/\.../\6”:
%
e A AOle AL Aw, =
7
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(Z@;ﬁ)el/\...Aen:

=Tr(O)e; A...\ep.

Abbiamo invece che:

g N AV(E) N AV(e) A Nep, =

n n
elA...AZ@fekA.../\ZQZT”emA...Aen.
k m

Per le proprieta del prodotto esterno:
n n
61/\.../\ZH?@;C/\.../\ZGTem/\.../\en:
k m

= (090) — 0:0))er A ANei AN Neg AL Nen
Quindi:
S (et A AV(E) A AV (E) AL Aey)+
i<t
et A AV(E) A AV AL Aey) =
j>1
D (090; = 0i6))es A Nei A Aeg AL AN et
i<t
(00— 010er A Nei A Neg AL Ney =
j>1
> (090 — 0567 — 0707+ 0:67)es A Aei N Aej AL Ae, = 0.
7<i
Quindi la curvatura indotta su A" E &:
e =Tr(0).

Definizione 3.3.8. Sia E un fibrato vettoriale olomorfo. Definiamo la
mappa

Op : AM(E) — AFY(E),

mediante la sequente regola sulle forme scomponibili, in rappresentazione
locale:

Op(a®s)=0(a)®sac A" s € A%E).
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Supponiamo di avere un’altra banalizzazione di F e sia g la mappa di
transizione. Poiche E e olomorfo le mappe di transizione sono olomorfe.

Allora: ) B
Op(a®s') = 0g(a® gs) = dbarg(ag™' @ s) =

=0(a)g '®s=0(a)®g-s=0p(a®:s).

Evidentemente 02 = 0. Questo ci permette di definire un complesso differen-
ziale di fasci:

0 — OP(B) 5 AP(E) 2 A1 (B) 5 ar(B) %5 %5 v (B) — 0
che ¢ una risoluzione del fascio QP(E).

Teorema di Dolbeaut 3.3.9. Sia M una varieta complessa e sia E — M
un fibrato vettoriale olomorfo. Allora:
9. - AP p,q+1
HY(M,QP(E)) ~ Ker(?E P API(E) — A (E))
Im(0g : A=Y (E) — Ar4(F))

Definizione 3.3.10. Sia V una connessione su un fibrato vettoriale olo-
morfo. Usando la scomposizione in bigrado possiamo scomporre anche la
CONNessione in:

V' AYE) — AY(E),

V" AE) — A"NE).
Diciamo che la connessione V ¢ compatibile con la struttura olomorfa se
V” == 5E

Teorema 3.3.11. Sia (E,h) un fibrato hermitiano olomorfo. Allora es-
iste una sola connessione compatibile con la metrica e la struttura olomorfa.
Questa connessione viene chiamata connessione di Chern.

Dimostrazione. Proviamo prima l'esistenza e 1'unicita locale. Questo ¢ un
problema puramente locale. Quindi possiamo assumere che E sia il fibrato
olomorfo banale E = M x C". Sulla base locale la connessione V ¢ della
forma V = d+60 dove 8 € una matrice di 1-forme. Sia e; il vettore costante di
norma 1 considerato come una sezione di £. Allora (usando la convenzione
di somma di Einstein) V ¢ compatibile con la metrica se e solo se:

dh(e;, e;) = h(0ex, e;) + h(e;, 0ler).
O in maniera equivalente:

dH =0"-H+ H - 0.
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D’altronde V e compatibile con la struttura olomorfa se e solo se la matrice
6 & di bigrado (1,0). Quindi confrontando i tipi su entrambi i lati otteniamo:

OH = H - 6.

Coniugando otteniamo: ~ -
0=H"'0(H).

Quindi € ¢ determinata da H. Abbiamo quindi visto che localmente esiste
una connessione compatibile con entrambe le strutture (quella olomorfa e
quella hermitiana). Siano quindi U; ed U; due intorni banalizzanti di £ tali
che U;NU; # (. Su U; ed U; sono definite due connessioni di Chern locali che
chiameremo V e V'. Su U; N U, sono definite entrambe. Dall’unicita locale
della connessione di Chern le due connessioni devono coincidere su U; N U;.
Quindi esiste una connessione di Chern definita globalmente. m

3.4 Classi di Chern e teorema di Hirzebruch-

Riemann-Roch

Le classi di Chern sono degli invarianti topologici di un fibrato vettoriale.
Possono essere definite per mezzo della geometria differenziale in funzione
della forma di curvatura del fibrato. Mostreremo che possono essere viste
come una ostruzione alla banalizzazione del fibrato.

Definizione 3.4.1. Sia M, ["insieme delle matrici r X r a coefficienti com-
plessi. Una k-forma lineare simmetrica ¢:

gb:./\/lrx...x/\/lr_)(c

¢ detta invariante se:

q;(gAlg_la' o agAkg_1> = &(Ala T >Al€>

per ogni g € GL(r,C), A; € M,.

Sia I(M,) lo spazio vettoriale complesso delle k-forme simmetriche in-
varianti su M,. Chiamiamo ¢ il polinomio di grado k nei coefficienti di
A:

Si verifica facilemente che ¢(gAg™) = ¢(A). Un polinomio di questo viene
detto invariante. Chiamiamo I,(M,) Uinsieme dei polinomi di grado k
mnvariants.
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Sia ¢ € Ix(M,). Allora:

Q;(Al,...,Ak) — <—k1')k Z Z (—1)j¢(Ai1 +...+Aij)

< <1y
¢ un elemento in I;,(M,) tale che
B(A,...,A) = ¢(A).

Estendiamo P'azione di ¢ € I,(M,) a A?(Hom(E, E)). Sia U un intorno ba-
nalizzante di A?(Hom(E, E)). Siano A; @ w; € A?(Hom(E, E))|y. Poniamo

Pu(A @wy, - Ak @) =wi Ao Awg - 9(Ay, -+, Ag).

Per l'invarianza di ¢ la definizione e covariante rispetto alle funzioni di
transizione del fibrato. Quindi ¢y si puo estendere ad una mappa:

o 2 AP (Hom(E, E)) x ... A?(Hom(E, E)) — AP*(M).
Valutandolo in (A4, ..., A) otteniamo un’applicazione:
br 2 AP(Hom(E, E)) — AP*(M).

Supponiamo di avere una connessione su E. La curvatura si puo esprimere
localmente una matrice di 2-forme O (V). Quindi ¢y (Or(V)) € una 2k-
forma globale su M.

Teorema 3.4.2. Sia E un fibrato vettoriale complesso differenziabile, sia V
una connessione su E e sia ¢ € I;,(M,). Allora

1. o (Or(V)) é chiusa,

2. Uimmagine di ¢p(©Og(V)) in H*(M,C) ¢ indipendente dalla connes-
sione V. La classe [pp(Op(V)] € Hijp(M) é detta classe caratteristica
di E corrispondente al polinomio ¢.

Dimostrazione. 1. Sia ¢ € I;;(M,.). Siano f(t) e g(t) due serie di potenze
a coefficienti matriciali che convergono per ogni t € C

FO) =) A" g(t) = But",

allora
ft)g(t) = AgBy + (A1 By + AgBy)t + O([t]?).
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Quindi:
(3.2) exp P Aexp® —A = t[A, B] + O(|t]*).

Supponiamo per semplicita k = 2. Sia ¢ la forma bilineare associata a
¢. Dall'invarianza di questa forma:

dexp™ Ay exp'? exp™ Ay exp™?) — ¢(A1, As) = 0.
Aggiungendo e sottraendo ¢(exp~tZ A; exp'®, A,) otteniamo:
d(exp™ Ay exp'” exp™? Ay exp™?) — ¢g(exp? Ay exp™?, A,)

+¢(€Xp_tB A1 exptB, AQ) — ¢<A1, Ag) =0.

Applicando (??) a ciascuno dei termini otteniamo:
gb(exp_tB Ay exptB7 t[A27 B] + O(|t|2>> + ¢(t["417 B] + O(|t|2>7 AQ) -

= t{¢(A1, [As, B]) + ¢([A1, B], A2)} + O([t]*) = 0.
Quindi ¢(Ay, [As, B]) + ¢([A1, B], A2) = 0. Questo ragionamento si

generalizza facilmente al grado k. Abbiamo quindi che

k

(3.3) > 6(Ar,... A5, B],..., Ay) =0,

J=1

per ogni A;, B € M,. Usando la definizione del prodotto di Lie sull’al-
gebra esterna, abbiamo che su un aperto U:

k
D (1) Du(Ar,. . [AL B, .. Ay) =0,

i=1
per ogni « € AP(Hom(E, E)), B € AY(Hom(E, E)) ed
f(i) = deg B) _ deg(A;).
J<i
Inoltre, segue dalla definizione di forma k-lineare che:

k

S (1) Dy (A, dA;, A

=1

d(ou(As, ..., Ar))
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per A, € AP(Hom(E, E)) dove g(i) = >_,_;deg A;. Sia quindi © la
matrice di curvatura sulla base locale f. Poiche il grado di © e pari:

d(¢u(0)) = d(¢u(O,...,0)) = ¢u(f,....do,...,0).

Quindi usando l'identita di Bianchi differenziale:

d(¢u(0)) =Y ¢u(O,....(0.6],...,0).

Ma questo ¢ zero per (??) e quindi ®x(Og) ¢ una forma chiusa.

2. Visto che la forma e chiusa ha senso considerare la sua classe nel gruppo
di De Rham H?*(M,C). Sia a(t) una famiglia ad un parametro di forme
differenziali su M. In coordinate locali (dove I indica un multiindice):

at) = Z ar(z,t)dx;.

a = %dw;,
b b
/ o = (/ 0q>dx1
Inoltre: p Do) Do)
o o
S(al) £ 6() = S5 A 50 + 60 A S5,

Sia D; una famiglia ad un parametro di connessioni su F, cioe¢ una
famiglia di connessioni le cui matrici di connessione hanno in ogni
base locale coefficienti che sono una famiglia ad un parametro di forme
differenziali su E. Allora:

9, 0 0
G DAED) = () + s = (o) )€t

Per ogni %, fissato questo definisce una mappa:
Dy, : A°(E) — AN(E),
. 0
Dto(f) = aDtﬂtO'

42



Quindi Dy, ¢ un elemento di A'(Hom(E, F)). Indichiamo con

k
:Z¢<£>£7"'7n7§7"'7£)7

dove 7 € nella i-esima posizione. Indichiamo con © la matrice di cur-
vatura della connessione D, rispetto alla base locale f e con il punto
indichiamo la differenziazione rispetto alla variabile .

d(9(©.0)) = d Y _éu(®. - 6) =
Z{Z% b, 0) +¢u(O,....db,....0)

1<)

= ¢u(®,....0,...,d0,...,0)}.

Aggiungendo e sottraendo

k

> u(®,....[0,6],....0),

J
dall’equazione precedente e notando che
O — di+ [0, 6],
de = [0,0],

otteniamo l’equazione:

dap;](@,éznglj(@,.. +Z{Z¢U 0,6),....6,...

1<J

—6u(©,...,10,0],...,0) = > (6,....6,...,10,0],...,0)}.
i>j
Per quanto abbiamo dimostrato prima sul differenziale di un polinomio
valutato sui commutatori I'ultima somma ¢ nulla, dunque:

d(¢;(0,9)) Z¢U .,0) =¢,(0,0).

Quindi: b
D31(On) — d(0,) = d( [ e @tm)
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Siano D; e Dy due connessioni su E. Sia Dy = tD;y + (1 — t) Dy che &
chiaramente una famiglia ad un parametro di connessioni. Quindi:

on(©x(D1)) — ou©x(D2) = o [ CY 6.

]

Consideriamo ora i polinomi invarianti ®,(A) € I(M,) definiti dall’e-
quazione

det(I+A) = (A)  AeM,.

Definizione 3.4.3. Sia E — X un fibrato vettoriale differenziabile equipag-
giato con una connessione V. Allora definiamo la k-esima forma di Chern
rispetto alla connessione V come:

B, V) = (@1)u(5-O5(V).

La forma di Chern totale relativa a V e definita come

r

c(E,V) = Z cx(E,V) r = rango(F).

k=0

La k-esima classe di Chern, c,(E), € la classe di coomologia di cx(E,V)
in H?**(M,C). La classe totale di Chern c¢(E) ¢ la classe di coomologia di
c(E,V) in H*(M,C).

Dal teorema segue che le classi di Chern sono ben definite ed indipendenti
dalla connessione usata per definirle. Quindi le classi di Chern sono invarianti
topologici che vivono nella coomologia della base del fibrato E.

Proposizione 3.4.4. Sia V una connessione su un fibrato vettoriale hermi-
tiano, compatibile con la metrica h. Allora la forma di Chern ¢(E,V) é una
forma differenziale reale e quindi ¢(E) € H*(M,R).

In particolare poicheé la curvatura indotta su A" F é:
e'=Tr(0),

abbiamo che ¢;(E) = ¢,(\" E)
Proviamo ora alcune proprieta funtoriali delle classi di Chern.

Teorema 3.4.5. Supponiamo che E ed E' siano fibrati vettoriali complessi
differenziali su una varieta differenziabile M, allora:
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1. Se ¢ : N — M e una mappa differenziabile tra varieta differenziabili,
allora:

c(¢"E) = ¢"c(E)
dove ¢*E ¢ il fibrato pull-back,

2. ¢(E®E') =c(E)Uc(FE),
3. ¢(E) dipende solo dalla classe di isomorfismo di E,
4. se E* ¢ il duale di E allora:
¢;(E") = (=1)¢;(E).
Ora studiamo come le classi di Chern rappresentino l'ostruzione alla
banalizzazione dei fibrati vettoriali.

Teorema 3.4.6. Sia E — M un fibrato vettoriale differenziabile di rango r.
Allora:

1. Co(E) =1
2. Se E~ M x C" é banale, allora c¢;(E) =0 perj=1,...,r

3. Se E ~ E'®T, dove Ty ¢ un fibrato vettoriale banale di rango s, allora
cj(E)=0perj=r—s+1,...,r

Dimostrazione. 1. Ovvio dalla definizione di classe di Chern.

2. Se E = M x C" allora A°(F) = (A%M))" e possiamo definire una

connessione:
D(§) = d¢,

Quindi la curvatura e zero e abbiamo:

(B, D) = det(I +0) = 1.

. e(E)=c(B'®Ts) =c(E)Uc(Ts) =c(E')ULl. E'edirangor —s e
quindi:

c(E)=14+c¢(E)+ - +c(E)=1+c(E)+ - +c_s(E),

da cui segue la tesi.
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Definizione 3.4.1. Il carattere di Chern ch(E) ¢é la classe caratteristica
associata al polinomio

d(A) = Trexp(A).

Definizione 3.4.2. La classe di Todd Td(E) é la classe caratteristica asso-

ctata al polinomio
1
$(A) = det (]d——A)

Concludiamo questo capitolo ricordando il seguente teorema fondamen-
tale che collega le classi caratteristiche alla coomologia del fascio delle sezioni
olomorfe di un fibrato olomorfo su una varieta complessa. Ricordiamo che se
E — M ¢ un fibrato olomorfo su una varieta complessa, la caratteristica di
Eulero-Poincaré (olomorfa) di £ ¢ definita dalla formula:

Qui A7 indica la dimensione (complessa) del g-esimo gruppo di coomologia
del fascio strutturale Oy,.

Il seguente teorema afferma che questo numero & un invariante topologico
di F.

Teorema di Hirzebruch-Riemann-Roch 3.4.1. Sia E un fibrato vettori-
ale olomorfo su una varieta compatta complessa. Allora la sua caratteristica
di Fulero-Poincaré ¢ data da:

V(E) = /M ch(E)td(M).
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Capitolo 4

Varieta Kahleriane

4.1 Definizione e formulazioni equivalenti

Definizione 4.1.1. Sia M una varieta complessa. Una metrica Riemanni-
ana g si dice hermitiana se per ogni x € M g, e compatibile con la struttura
quasi complessa, cioe:

9:(X(2),Y(2)) = go(J(X(2)), J(Y(2))).
Definiamo w := g(J(), ()). Poiche
w(X,Y) = g(J(X),Y) = g(=X, J(Y)) =

= —9(X, J(Y)) = —g(J(Y), X) = —w(Y, X),

w appartiene a A%(M). Per la decomposizione in forme di tipo (p, ¢) abbiamo
che:
w=a+p+7,

dove « ¢ di bigrado (2,0), § ¢ di bigrado (1,1) e v & di bigrado (0, 2). Quindi:
w(X,Y) =a(X,Y) + (X,Y) +~(X,Y),

w(J(X), J(Y)) = a(J(X), J(Y)) + B(J(X), J(Y)) +7(J(X), J(Y)).
Per la definizione di forme di tipo (1,0) e (0,1):

w(J(X), J(Y)) = —a(X,Y) + B(X,Y) = y(X,Y).



Quindi:
—a(X,Y)+6(X,Y) —v(X,)Y) =a(X,Y)+ B(X,)Y) +y(X,Y).

Dunque ae+~ = 0 E per la decomposizione in bigrado o = 0 e v = 0. Quindi
w appartiene ad A (M).

Definizione 4.1.2. Chiamiamo forma fondamentale w la (1,1) forma:
W(X,Y) = g(J(X),Y).
Lemma 4.1.3. Sia h una metrica hermitiana. Allora la forma bilineare h
hi=g—i w

e una forma hermitiana definita positiva su T My, il fibrato vettoriale T'M
con la struttura complessa indotta da J.

Dimostrazione. Essendo h somma di forme definite globalmente ¢ definita
globalmente. Mostriamo che l'affermazione e valida fibra per fibra. h(z) &
evidentemente R-lineare. Indichiamo h(z) con (, ), g(x) con <, >.
Siano X, Y due elementi di T, M,
(X, X)=< X, X>—-i- < J(X), X >=< X, X >>0
per ogni X # 0, poiche < J(X), X >=0.
In piu
(X,Y)=< XY > —i< J(X),Y >=<Y, X >+i< J(Y), X >=(X,Y).
Inoltre
(J(X),Y) =< J(X),Y > —i < JA(X),Y >=
=< J(J(X)),JY)>+i- < XY >=i-(i- < X, JY) >+ < X, Y >) =
=i (X,Y).

Quindi e C-lineare nella prima entrata.
(X7 J(Y>> =< X7 '](Y) > _iw(Xa J(Y>> =

=—<JX),Y>—-i- <X,V >=—i(< X,)Y > —iw(X,Y)) =
= —i-(X,Y).

Ed ¢ C-antilineare nella seconda entrata. E questo prova 'affermazione. [
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Possiamo anche considerare l'estensione di g ad una metrica hermitiana
definita positiva gc su T'M¢ definita fibra per fibra come:

ge(X@NY @u) =\i-g(X,Y).

Teorema 4.1.4. La decomposizione TMc = T*O'M @ T%1M ¢ ortogonale
rispetto ad gc.

Dimostrazione. Lo dimostriamo fibra per fibra. Sia X € T}'M ed YV €
T.>* M. Allora esistono V e W in T'M tali che:

X=V-iJV) Y=W-+iJ(W).

9e(2)(X,Y) = ge(@)(V = iJ(V), W +iJ(W)) =
ge(@)(V, W) =i-ge(x)(V, J(W)) =i-gec(2)(J(V), W) =ge(2) (S (V), J(W)) = 0
[

Lemma 4.1.5. Usando l'isomorfismo canonico TyMy ~ TY°M si ha:

1
§h($) = gc()|rron-

Dimostrazione. L’isomorfismo canonico ¢ dato da v +— 1(v—iJ(v)). Usando
le definizioni:

ge(z)(v —iJ(v),v" —iJ (V")) =
= g(x)(v,0") +ig(x)(v, J(v')) —ig(z)(J (v),v) + g(x)(J (v), J (V) =
= 2¢(z)(v,v") + 2ig(v, J(v')) = 2h(x)(v,v").
[

Spesso e utile fare i calcoli in coordinate. Vediamo come possiamo es-
primere i prodotti scalari h(z) e g(z) una volta che abbiamo scelto delle basi
adatte di TH(M) e di T,M;. Sia (U;z,...,2,) una carta coordinata olo-
morfa in un intorno U di z. Sia Z,..., ;2 la base olomorfa di T}°M data
dai campi coordinati. Per definizione

g 1 0 iy 0
con 8%1- e T,M;. Allora

ER R A R
or, "0z, Oyn - " \O0x ) Oy, T\ Oz,
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¢ una base reale di T, M e

9 9
axl"”’ﬁxn

¢ una base complessa di T'M ;. La forma bilineare hermitiana gc(x) rispetto

%)

alla base 77~ ¢ rappresentata in coordinate da una matrice hermitiana. Siano
1

8 A

Per (?7?) otteniamo che:

o 0

W) (5 a_a:j) = hij(@).

Poiche h ¢ hermitiana su (7'M, J) abbiamo che:

0 0 ,
o)) = i),
o 0
h(x)(a_%’ 8_y]) = hz’j(x)-
Per la definizione di A abbiamo che w(z) = —Im(h(z)(, )) e g(x) = Re(h(x)(, ).
Quindi:
o 0 o 0
w(l’)(a_xz7 8_.%]) = w($)(a—%, a—y]) = —]m(hw(x)),
o0 0
S g,7) = Felhy)
o 0 o 0
g 0
— -7 g
()G ) = Il (o)
Dunque:
Zlm 4 (m)(da A da? + dy' A dy’) —I—ZRe G (m))da' A dy’.
1<J 7,7=1
Usando

dz'ANdZ = (da'+idy YA\(da? —idy’) = da' Adx? —i(da’ Ady? +-da? Ndy')+dy' Ady?),
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otteniamo che: .
i S
W = 5 Zl hl’deZ ANdZ.

Z?J:

Se
0 o 0 0

Q""" 0wy Oy Oy

¢ una base ortonormale per g(x), allora:
wx)= =) dz' NdZ".
(v) = ;

Definizione 4.1.6. Sia (M, g) una varieta complessa compatta hermitiana
e sta J la struttura quasi complessa associata alla struttura complessa. Se la
2-forma w é chiusa si dice che la metrica g ¢ Kdhleriana. In generale si dice
che una varieta e di Kahler se ammette una metrica di Kdhler.

Abbiamo quindi una metrica definita positiva h su T%°M. Sia D la
connessione di Levi-Civita di g. Siano X,Y due sezioni di T"°M per (?7)
il loro commutatore ¢ ancora una sezione di 7'°M. Sia nel seguito V la
connessione di Chern di T1M.

Teorema (Condizioni di Kahler) 4.1.7. Sia (M™,g) una varieta her-
mitiana. Indicheremo con D la connessione di Levi-Civita di g. Allora le
sequenti condizioni sono equivalenti:

1. DJ =0, cio¢e D(J(X)) = JD(X))
2. dw =0,

3. per ogni p € M esistono coordinate locali olomorfe in un intorno di p

tali che h;z(p) = 0% e dhg(p) =0,

4. la connessione di Chern di (T*°M, gc) coincide per mezzo dell’isomor-
fismo canonico
=:TM —TYM

1
v 5(1} —iJ(v))
con la connessione di Levi-Civita su (T'M, g),

Dimostrazione. (1) implica (2): D & compatibile con la metrica, quindi, date
due sezioni di T'M

d(g(X,Y)) = g(D(X),Y) + g(X, D(Y)).
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Dalle formule di Palais per il differenziale esterno e poiche D e priva di
torsione:

dw(X,Y, 7)) = X(w(Y,2)) - Y(w(X,2)) + Z(w(X, Z))

—w(DXY — DYAXV7 Z) +u)(X, DyZ - D2Y) + w(DXZ - DzX, Y)

Sappiamo inoltre che:

(Dxw)(Y, Z)) = —w(DxY, Z) —w(Y, DxZ) + X(w(Y, Z)).
Quindi:

dw(X,Y, Z) = (Dxw)(Y, Z) = (Dyw)(X, Z) + (Dzw)(Y, X).
Ma w(X,Y) = g(J(X),Y). Quindi:

(Dxw)(Y, Z) = —w(DxY, Z) —w(Y, Dx Z) + X(w(Y, Z)) =

=9(J(DxY), Z) + g(J(Y), DxZ) = Xg(J(Y), Z).
Poiche D(J(X)) = J(D(X)) otteniamo:
(Dxw)(Y, Z) =
9(Dx(I(Y)),Z2) +9(I(Y), Dx2) = Xg(I(Y), Z) =
= Dx(9(I(Y), 2).

Per la compatibilita della connessione di Levi-Civita con la metrica quest’ul-
tima espressione ¢ 0. Quindi

dw(X,Y,Z) = 0.

(2) implica (3): Fissiamo un punto p in M. Sia U un aperto coordinato
dipe (U;z,...,2,) una carta coordinata centrata in p. Con un cambio di
coordinate lineare possiamo assumere che

hi;(0) = 045
Quindi, usando l’espansione in serie di Taylor otteniamo:

hij = 51']' + Z Ak 2k + Z a;jkék + O(|Z’2)
k k

Inoltre:

8hij
aijk - &zk
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w e d chiusa se e solo se w & 0-chiusa e 0-chiusa. Poiche w é reale, allora w e
0-chiusa se e solo se & J-chiusa. Calcoliamo quindi Ow:

Z Zjdz ANdzt A dZ .
82k

Poiche la decomposizione di T'M¢ e ortogonale rispetto ad h abbiamo che la
condizione di d-chiusura si traduce in:
E)hij o 8hk]

Quindi I'assunzione che dw = 0 implica che a;j; = agj; e awk . Poiche
w ¢ reale h;; = hﬂ e quindi aijk = @jix. Definiamo quindi nuove coordlnate
in un intorno dell’origine come:

1 n
U)j = Zj + 5 E aiijiZk.

ik=1

Controlliamo che le nuove coordinate soddisfano la tesi.

1 < 1 o
dwj = de + 5 ’kzl (lijkzdei + 5 'kzl aiijide =

n
=dz; + Z a;jr2rdz;, Sinoti che stiamo sfruttando dw = 0
ik=1

Analogamente
dw; = dz; + Y dly Zdz.
ik=1
Quindi, se
h=> hyds ®d?,
ij=1

sostituendo 'espansione di h;; nell'intorno di 0 otteniamo:

h= D0+ D aigea+ ) aia+ O|=f)dz' © d2/ =
k k

4,j=1

= Z Sijdz' @dz + Z Zawkzkdz ®dz! + Z Zawkzkdz ®dz +0(|z|%).

7] 1 7] 1 ,] 1 k
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Studiamo:

ik=1 ik=1

Questa espressione ¢ uguale a meno di termini O(]z[?) a:

A2/ @d7 + Y agpadz ©d7 + Y djyFde @ dz.

ik=1 ik=1

Quindi, sommando su j otteniamo che:

h(z) =Y dw’ @ dw’ + O(|w]?).

J=1

(3) implica (4): Sia V la connessione di Chern di (T*°M, g¢). La connessione
indotta da V su T'M ¢ compatibile con la metrica. Esistono coordinate
olomorfe in un intorno di p tali che dh;;(0) = 0. Sappiamo che la matrice di
connessione della connessione di Chern in 0 ¢ determinata dalla metrica:

0(z) = H(z) " 0(H)(x).

Ma dh;; = 0 se e solo se Oh;; = 0 e 5hij = 0. Quindi #(0) = 0. Dunque
la connessione indotta su T'M; attraverso ’isomorfismo canonico ha tutti i
simboli di Christoffel nulli in 0:

k _
[(z) = 0.

In particolare il suo tensore di torsione T (p) = 0. Visto che in ogni punto
p possiamo trovare un sistema di coordinate olomorfe per cui la matrice di
connessione e 0, Tp(p) = 0 per ogni p e la connessione indotta & simmetrica
e compatibile con la metrica e dunque ¢ la connessione di Levi-Civita. (4)
implica (1): La connessione di Chern ¢ C-lineare. Quindi:

Attraverso I’isomorfismo canonico V viene mandata sulla connessione di Levi-
Civita. Poiche
=0 X)=J(EX))

la C-linearita di V si traduce nel fatto che D -J = J - D. OJ
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Presentiamo ora I’esempio fondamentale di metrica Kahleriana. Mostr-
eremo che P"(C) ¢ una varieta di Kéhler mostrando che ammette una metrica

di Kéhler chiamata metrica di Fubini-Study. Indicheremo con (zp: ... : z,)
le coordinate omogenee su P". Sia quindi U; la copertura aperta standard di
P, cioe U; = {(20 : ... : z,)|2 # 0}. Siano
¢; Uy = C7,
20 Z; Zn

200 ... 2n — e, — )

Goie iz (B 2 2
Definiamo

g5 g L
wi 1= 5 -00log (;u ) e AVN(Uy),

)

che in coordinate corrisponde a:

EFPINE ST
Zﬂaﬁlog(;mﬂ +1>.

Siano U; ed U; tali che U; N U; # (). Mostriamo ora che w;

UiﬂU]‘ = wj UiﬂUj'

u 2l 24 " Zl Zq " Zl
log ( D =) =log (7P _|=F) =log (IZ17) +log [ D I ).
z Zi —o Zj Zi z

=0 —0 I
log (|Z—]|2) =0
%

su U; N U;. Visto che z_; e la j-esima funzione coordinata questo segue da:
T

99 log(|2[?) = 8(%5(,22)) _ a(d—_z) 0.

z

Quindi basta mostrare che

@uindi po_ssiamo incollare le w; ad una forma wrg € Al’l(]P’”). Poiche 90 =
00 = —00 otteniamo che w; = w;. Questo implica anche che wrg € chiusa.
Studiamo w; in coordinate:

o (N e L o dwi Adw (D ddw) A (3 widiy)
QWaﬁlog(ZWM +1) - 1+Z|wi|2 (1+Z|wi|2)2

k=1

1 _
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Con hij = (1 + > |wi*)dij — wsw;. Sia u in C*, per la diseguaglianza di
Cauchy-Schwarz, indicando con (, ) il prodotto hermitiano standard su C":

ut(hij)a = (u,u) + (w,w)(u,u) — dowta =

= (u,u) + (w,w)(u,u) — (u, w)(w,u) =
= (u,u) + (w, w)(u,u) — (w,u)(w,u) =
= (u,u) + (w, w)(u,u) — | (w,u)|* > 0.

Quindi h;; € definita positiva. Quindi wrg ¢ la forma di Kéhler associata ad
una metrica.

Poiche se g ¢ una metrica di Kahler su una varieta complessa M la sua
restrizione ad ogni sottovarieta complessa di M ¢ ancora una metrica di
Kahler abbiamo che tutte le sottovarieta del proiettivo sono Kahler.

4.2 Teoria di Hodge sulle varieta Kahleriane

Uno dei motivi per cui le varieta di Kahler sono importanti e che su di esse la
teoria di Hodge assume una forma particolarmente interessante. Nel seguito
indicheremo con n la dimensione complessa di M.

Lemma 4.2.1. Sia (M, g) varieta complessa e sia (U; 2y, ..., z,) un intorno
coordinato di p. Al solito z; = x; + iy;. Allora per ogni m < n:

(%) (dzt NdZY)Y AL A (d2™ AdE™) = (dat Ady') AL A (de™ A dy™).

Infatti sappiamo che dz' = da® + idy’ e dz* = da® — idy’. Quindi
(%) (d2' A dF) = (%) ((da’ + idy') A (da’ — idy')) =

(%) (—2idz" A dy') = dz* A dy'.

Definizione 4.2.2. Se dz', dy' sono una base ortonormale di (T,M)*, per
m = n questo definisce una forma volume orientata positivamente per [’orien-
tazione naturale di T, M. Nel caso non siano una base ortonormale possiamo
usare (7?) e otteniamo che:

vol = (%) det(hy;)dz! A dz" A dZ* A dZ".
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Sia (M, g) una varieta dotata di una struttura quasi complessa ( e quindi
orientata). Sia gc 'estensione hermitiana su TcM della metrica. Come nel
caso reale usando la metrica g e l'orientazione introduciamo [’operatore:

*:Ak_>A2nfk

L’operatore * associato a (T'M, g,vol) puo essere esteso in modo C-lineare ai
fibrati complessificati e con abuso di notazione verrda ancora indicato con *:

x 1 AR — AZH
B A xa = gc(B, a)vol,
per ogni 3 € AE.

Siano 7y e y2 una (py, ¢1)-forma ed una (ps, go)-forma, con p;+pe+q1+q2 =
2n. Allora se (p1 + p2, 1 + ¢2) # (n,n):

M Ay =0.

Sia « una (p, q) forma, p+ ¢ = k. Allora *« € una 2n — k forma. Inotre per
ogni k-forma [3:
B A xa = gc(f, ) - vol.

xQ = Z Np,q-

p+q=2n—k

Poiche la decomposizione (p, ¢) € una decomposizione ortogonale rispetto a g¢
otteniamo quindi che 'operatore * complessificato mappa AP? su A"~ 2P,

Definizione 4.2.3. Definiamo ['operatore d* come [’estensione C-lineare di
d*. Poichée M ha dimensione pari allora

d* ;= —*xodox
Definiamo gli operatori 0*,0* come:
O* = — %00 o % J* = — %00 o x.

Lemma 4.2.4. Sia (M, g) varieta complessa hermitiana. Allora d* = 90*+0*
e 0?2 =02 =0.

Definiamo ora i laplaciani associati.

Definizione 4.2.5. Sia (M,g) varieta complessa hermitiana. Definiamo
A =dd* + d*d, Ay = 0" + 9*0, A5 = 00* + 0*0.
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Definizione 4.2.6. Diciamo che una forma o ¢ armonica (rispettivamente
J-armonica,0-armonica) se A(a) = 0, (rispettivamente Ag(a) = 0, Ay(a) =

0).

Definizione 4.2.7. Indichiamo con H?(M) (rispettivamente H5* (M), HZ*(M))
lo spazio delle (p, q) forme armoniche (rispettivamente O-armoniche,0-armoniche)
su M.

La coniugazione complessa mette in relazione le forme d-armoniche e
O-armoniche:

HE ~ HYY.
Vogliamo scrivere esplicitamente la formula per I'operatore 9* sulle (0,1)
forme. Sia (U, z1, ..., 2z,) una carta coordinata. Sappiamo che

vol = (%) det(hy;)dz" A dz" A dZ' A dz".
Alleggeriamo un po’ la notazione usando:
y=dethy  dv= (%) 2 Adz" A dE A dE"

Utilizzeremo anche la convenzione di somma di Einstein. Sia o = o,;dZ* la
rappresentazione locale di «, a; € C*°(U). Sappiamo che V¢ € C*(M):

(5¢7 04)52 = ((b, 5*05)[:2-
Ovvero:

/ < ¢, a0 > vol = / (bé*_owol.
M M

_ 9¢
-0z

In coordinate:

0o dz'.

Quindi

< 0,0 >= a—?a_j < dz',d7 >=
822-

¢ __

Ak
82’7; J ’

poiché < dz',dz7 >= 2h/*. Sia ¢ € C3°(U). Allora:

=2

(8¢,a)£2:/ <8¢,a>vol:/ < 0¢,a > vol =
M U
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2/ a¢hﬂa ojydv =
v 0Z

<
integrando per parti e poiche ¢ € C3°(U)

@y =2 ol = -2 [ o gra).
U M 0%
Ma: 9
57 ) =
0 oy
4.2 Rt gl a;h’t
(4.2) 0z; (W")a 8 0z
Usando (77)
0 Ohyi
W= —pIF Rl
0z 0z,
invece:
Oy Odet(hy)
62’1 82, ’
Usando(?7)
87 hlk 8hkl
aZi 822
Quindi (??) diventa:
8hkl . da; ahkl_
4.3 wEZE iy + W 2L 4 B ).
(4.3) 7< 0z; T 0z; + 0z; Y )
Studiamo: oh ok
_h]k kl hlz hjzhlk kl
0%z; + 0z,
Poiche gli indici ¢ e k£ sono muti possiamo scambiarli nella prima espressione:
iy ) h''h =
0z, + 025
y oh oh
hﬂhlk il kl .
( FER
Per la condizione di Kahler:
Ohy  Ohy
0z, 0z
Otteniamo quindi:
- Oa;
—h ==
a 8zz
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Definizione 4.2.8. Definiamo ['operatore L:
L:AF — AF+2
a— wAa.

Definiamo A:
A AR — AF2

come il suo aggiunto formale rispetto alla metrica indotta da gc. L e A sono
detti operatori di Lefschetz.

Ricordiamo senza dimostrare il seguente teorema noto come scompo-
sizione di Lefschetz sulle forme.

Teorema 4.2.9. Sia (M, g) una varieta hermitiana. Allora esiste una som-
ma diretta di fibrati vettoriali:

>0

Dove P°M = Ker(A : \ *M — N\ *2M). Questa decomposizione ¢

compatibile con la decomposizione in bigrado, poiche L, A sono reali.
Lemma 4.2.10. Le due affermazioni sequenti sono vere:
1. [d,L] =0,

2. per a € AF(M)
Ln—k—H (Oé) —

Dimostrazione. 1.

[d, Lo = d(L()) — L(d()) =dw A a) —wAda=dwNa =0
L F () € A22(M) = 0.

Lemma 4.2.11.
A=x"1oLox.

Dimostrazione. Indichiamo con <, > il prodotto scalare gc(p). Poiche w = w.
< B, Aa > wol =< LB, > -wol =
=LON*xa=wAPBN*xa =
=B A (wA*a) =< B, 'L(xa) > -vol.

60



Definizione 4.2.12. Sia I l'operatore che agisce su AP1(M) come moltipli-

cazione per 1P, cioe:
_ P—ATTP:4
I—g PP
P.g

ove I1P4 ¢ la proiezione da A* sulle (p,q) forme (con p+q = k). Definiamo:
d°:=T"1odol d® := — % od® o *.

Lemma 4.2.13. Siano I e d° gli operatori appena definiti. Sia o € AF(M)
stano X, ..., Xy, Y1,..., Y, seziont di Tc M allora:

1(a)(X1,..., X Viy .o Yy) = a(J(X0), ... J(X,), J(Y2), ..., J(Y)).

Inoltre

d° = —i(d — D).

Dimostrazione. Per la decomposizione in bigrado basta dimostrarlo per una
forma di bigrado puro (p, q). Sia o € AP9(M). Per la definizione di forme di
tipo (1,0) e (0,1)

aA(J(X1), . J(X,), J(Y2), . J(Yy)) = - (—i)a(Xy, ..., X,, Vi, ..., Y,) =

P 0(Xe, L X, Y, Y.

Sempre per la decomposizione bigrado possiamo provare la seconda affer-
mazione per una forma di tipo puro (p,q). Sia a € AP1(M). Allora:

d*(a) =TI (d(I(a))) =
=T (0+0)() =
= U1 0o+ 1 '0a) =
=977 P9 () + TP P90 () =
= —i(0 —9)(a).
O

Enunciamo le seguenti proprieta degli operatori di Lefschetz senza di-
mostrarle.
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Proposizione 4.2.14.

ILL =0
2n
[L,A] = Z(k —n)-IIF n = dimcM,
k=0

per ogni o € A*(M),

| i |
o= (-1)"5" —L . ["F](a)

(n—k—j)

per ogni o in PEM.

Teorema (Identita di K&hler) 4.2.15. Su ogni varieta Kdhleriana:
A, d] = —d* [A, 0] = —i0* [A,0] = i0*.

Dimostrazione. Cominciamo dimostrando la prima identita.
Usando la decomposizione di Lefschetz e sufficiente dimostrare I'uguaglian-
za per forme del tipo

L (e)

con o in P¥(M). da appartiene a A**1(M) e pud essere scritto secondo la
decomposizione di Lefschetz come:

dOé:Oé0+LOél+L2Oég+...
con a; € P*H172(M). Poiche [L,d] =0e L" "o =0,
0= LnkarlOéO + LnkarQOél + Lnfk+3a2 NI
Dal fatto che la decomposizione di Lefschetz € una decomposizione in somma
diretta, segue che L" " *tlq; = 0 per j = 0,1,.... Ma L' & iniettivo su
A (M) se l <n—i. Quindi poiche ciascuno degli o; € A¥1=%(M), troviamo
che a;; = 0 per j > 2. Quindi:
da = oy + Lay,
con Aag = Aa; = 0. Poiché d ed L’ commutano

AL’ o = AL7do = AL (o + Lay) =

= ALl oy + AL .
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Poiche le due forme sono primitive L/Aag = LTt Aa; = 0. Dunque
Ao = AL7ag + AL oy = [A, L]ag + [A, Loy =
—jk+1—n+j—-1D)L " ap—G+1D)(k—-1—n+75) Lo
dove usiamo la Proposizione ?7. D’altro canto poiche anche « e primitiva,
dALa =dA, L’)(a) = —j(k—n+j— 1)L da =
—j(k—n+j—1)(LF o+ Lay).

Quindi: . . .
A d(lPa)=—jL ag— (k—n+3j— 1)L ay.

Peraltro, sempre per la Proposizione 77
—d“LDa=«I"'dl« a =
k(h 1) J! n—k—j
2 7L I(«)

_ *IldI((—l) (n—k—j)! )

Sia a una (p, q)-forma. Poiche la parita di p — ¢ ¢ la stessa di p + ¢:
I’(a) = 2P = (—1)PMa = (=1)Fa.

Sfruttando la relazione appena trovata e il fatto che I commuta con L e con
x le sue potenze otteniamo

k(k41) j' _ ki
=(-1) = ”“m(l NxdL" ) =
k(k+1) 4! 3 —
=(-1) = +km(1 YL da) =
k(k+1) ! _ ke ki
=(=1) > +km(1 VL Ty 4+ « L7 71 ay).

Usando nuovamente 1'ultima uguaglianza della Proposizione ?7 otteniamo
finalmente

k(k2+1) Skt (k+1)2(k+2)

—d“Lia = (1) j- (I ag)+
() k11 (D) =
=il oy —(k—n+j—1)a.

Cio dimostra la prima uguaglianza. Le altre due seguono scomponendo in
bigrado. Infatti

—i % (9 — Bk = —d™ = [A,d] = [A, 0]+ [A, .
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Consideriamo ’azione di questi operatori sulle forme pure di tipo (p,q). 0*
e [A, 9] mappano AP sulle (p, ¢ — 1)-forme, mentre 9* e [A, 3] mappano AP
sulle (p — 1, q) forme. Seguono immediatamente le due ultime uguaglianze
della tesi. ]

Corollario 4.2.16.
A =2A5 =2Ay.

Dimostrazione. Prima di tutto proviamo che 90* + 0*0 = 0 Per il teorema
precedente B B
(00" 4+ 070) =
=0[A, 0]+ [A,0]0 =
= 0A0 — OND = 0.

Analogamente 00* 4+ 9*0 = 0. Dunque per 'espressione di A otteniamo:
A=0+0)(0"+0)+ (0" +0)(0+09) =
= 00"+ 00" + 00"+ 00" + 'O+ "0+ 0"+ 0" 0 =
=Ny + A+ 00" + 00 + 00 + 9*0.
Per le due identita dimostrate sopra abbiamo quindi:

A= Az+ As.

Ay =0"0+ 00" =
i[A, 0]0 + i0[A, 0] =
i(AOO — ONO + OND — DON).
Poiche 90 = —00 otteniamo:
i(AOD — ONO + OND — DON) =
i(—=ADD + OO + OOA — ONO =
i(—[A, 0]0 — J[A, 0] =
—i[A, 8]0 + O(—i[A, 9]) =
%0 + 00" =
Ag.

E questo prova la tesi. O
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Come nel caso dell’operatore di de Rham d, anche per operatore 0 vale
una decomposizione di Hodge sulle forme.

Decomposizione di Hodge 4.2.17. Sia (M,g) una varieta hermitiana

compatta. Allora esiste una decomposizione ortogonale rispetto a (,)%:

API(M) = AP (M) & M5 (M) & 0" A+ (M)

Pertanto
HPY(M) ~ Hg’q(M).

Nel caso Kahleriano questo risultato si combina con la teoria di Hodge
Riemanniana per dare il seguente risultato fondamentale.

Teorema di Hodge 4.2.18. Se M ¢ una varieta complessa compatta che
ammette almeno una metrica Kdhleriana, allora

Hy(M,C) ~ 5 H"(M)
ptq=k

Hra(M) = HP(M).

Dimostrazione. Sia g una metrica Kahleriana su M. Dalla teoria di Hodge
Riemanniana sappiamo che

H*(M,C) = H"(M, g).

Poiché la metrica g ¢ Kahleriana, A = 2Aj, dunque A rispetta la scom-
posizione in bigrado. Pertanto il nucleo di A si spezza nelle componenti

HF N AP = HP4. Dunque

H*(M,C)~ @ H"(M).
p+q=k

La seconda affermazione segue dal fatto che il coniugio ¢ un isomorfismo
antilineare HP? — H®P. O

00-Lemma 4.2.19. Sia M wvarieta di Kihler compatta e sia ¢ una forma
d-chiusa di tipo (p,q) le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. « ¢ d-esatta, cioe esiste una p+ q — 1-forma [ tale che df = a,
2. « ¢ 0-esatta, cioé esiste una (p — 1, q)-forma [ tale che 0F = a,

3.« & D-esatta, cioé esiste una (p,q — 1)-forma 3 tale che 083 = a,
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4. « & 00-esatta, cioé esiste una (p —1,q — 1)-forma B3 tale che 008 = a,

Dimostrazione. Poiche M e Kéhler non dobbiamo specificare rispetto a che
operatore una forma e armonica. Aggiungiamo percio una quinta condizione
equivalente: la forma a ¢ ortogonale a H™4(M) per una metrica di Kéahler
arbitraria g. Per la decomposizione di Hodge questa nuova condizione ¢
implicata da ciascuna delle altre quattro. Inoltre se a & J0-esatta esiste un

B € AP~1471 tale che 93 = a. Poiche 00 = —00 allora:
e a = J(08) quindi a & 9 esatta.
e a=—0(083) quindi a & J esatta
e a=1(0+0)(08— 0P) quindi « & d-esatta.

Quindi la quarta condizione implica le prime tre. Proviamo che la quinta
implica la quarta. Se « ¢ d chiusa (e quindi O chiusa) ed ortogonale a H9
per la decomposizione di Hodge rispetto all’operatore 0 abbiamo che o e
O-esatta. Sia v tale che @ = 0v. Applichiamo la decomposizione di Hodge
relativa all’operatore 0 a 7. Quindi

y=08+9n+¢
dove £ € armonica. Quindi:
a = 003 + 00™n.

Ma 00" + 09 = 0 e da = 0. Quindi 909y = 0 Poiche (99*9n,dn) =
|10*0n||? = 0 allora 90*n = —0*9n = 0. Quindi o = JIP. O

Corollario 4.2.20. Se M wuna varieta Kdahleriana compatta, ’isomorfismo
Hy(M,C) ~ 5 H"(M)
pt+g=k
non dipende dalla metrica di Kdahler scelta.

Dimostrazione. Siano g e ¢’ due metriche di Kéhler su M. Sia a € HP?(M),
e siano « ed ' i rappresentanti armonici in HP?(M.G) e H?(M, ¢') rispet-
tivamente. Pertanto o/ = o4 07 per qualche v € AP~1. Inoltre « e o/ sono
d-chiuse, dunque 97 & una forma di tipo (p,q) d-chiusa e J-esatta. Per il
d0-lemma essa ¢ anche d-esatta, ossia [a] = [o/] in HF(M). O
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4.3 1l tensore di Ricci di una varieta Kahle-
riana

Sia (M, g) una varieta complessa kéhleriana. Sia D la connessione di Levi-
Civita associata alla metrica g. In questa sezione indicheremo con V la
complessificazione della connessione di Levi-Civita.

Lemma 4.3.1. Sia (M, g) una varieta Kdhleriana, g una metrica Kihleri-
ana. Sia Z una sezione di T'°M ed Y una sezione di TM. Allora VyX é
una sezione di TYOM.

Dimostrazione. Poiche Z appartiene a TH°M esiste un X sezione di TM tale
che
Z=X—-iJ(X).

Allora si ha:
VyZ =Vy(X —iJ(X)) = Dy(X) —iD(J(X)).
Su una varieta Kahleriana D commuta con la struttura complessa J. Quindi:
Dy (X) = iD(J(X)) = Dy(X) — iJ (Dy(X)).
Che ¢ una sezione di T*0M. O
Definizione 4.3.2. Definiamo la forma di Ricci di w come:
Ric(w)(X,Y) =r(J(X),Y).

Teorema 4.3.3. Le proprieta della forma di Ricci Ric(w) sono le sequenti:

1. Ric(w) & una 2-forma,

2. Ric(w) e chiusa,

3. [Ric(w)] = 2mey (M).

Dimostrazione. Sia D la connessione di Levi-Civita associata alla metrica
Riemanniana ¢g. Siano zi,...,z2, coordinate olomorfe in un aperto U di
M. Complessifichiamo la connessione, siano Z, W sezioni di TeM. Indichi-
amo la parte reale e la parte immaginaria di Z e W con Zy, Zy Wi, Wy
rispettivamente.

VW =V 1iz,(W1 +iWs) =
= V7, (W) +iWs) + Vg, (W) +iW3) =
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= VWi + V5 iWa + Vig, Wi + iViz,Wa =

=Dy Wi+ iDg Wa +iDg,W; — 1D, W, =
= Dy Wi —iDy Wo — iDy,W; — D7, W =
= V(Wi — iWa) — i - Vg, (W) — iW,) =

=V iz, (W1 —iWy) =V W.
o) 0

I simboli di Christoffel rispetto alla base {8%1, e B B %} sono
definiti dalla formula:

vaa%a% = r;;a% rfja%.
Studiamo: 5 5 5
Va%a_zj = Pga—% + P%—ZE =
o

Y0z | Yz

Ma questo per quanto abbiamo appena provato e uguale a:

0 0 . 0
S G L
V£ 0z; 70z, T 0z

Quindi:
Tk _ Tk Tk _ Tk
Iy =Ty Iy =T%.
In piu il fatto che V manda sezioni di 7%°M in sezioni di T%°M implica che:
E _ 1k _ 1k _ 1k _
Iy =T5=15=1I%=0.
Cosi che solo T’ fj e F%é = F_f] sopravvivono. Dal fatto che w e chiusa e dalla

formula che definisce 1 simboli di Christoffel della connessione di Levi-Civita:

m. agjl}

Calcoliamo il tensore di curvatura di g:

o 0 0 0 0
)=V oVe-—-VoVs-— =
(82,4’ aZB 3Zk B?A BSB 8zk % afA 8zk
ors,  or%, .. . ) -
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Allora per A = i, B = j otteniamo 0. Usando le coordinate normali in p si
verifica che questo e lo stesso vale per A = i, B = j. Quindi sopravvivono
solo le componenti di tipo (1,1) del tensore curvatura:

Usando la formula che esprime i simboli di Christoffel nel caso delle metriche
Kahleriane:

arfk _ _gsm agtm gtﬁagk’ﬁ + gsﬁ 8291@
82]‘ 0z’ 0z azﬁij '

Quindi
5097 00k OPgir
Ry = g7 22 — .
ik g 82J 822 (921(92]

Calcoliamo ora r(X,Y") per due campi vettoriali dello stesso tipo:

T(X7 Y) = ZR(G“X,Y,S_J + ZR(627X7 Y7 ei)'

Ma tutti gli addendi sono 0 poiche e;, X sono entrambi dello stesso tipo. E
allo stesso modo (usando la simmetria) per gli altri fattori. Quindi r(X,Y) =
0 se i campi vettoriali sono dello stesso tipo. Calcoliamo quindi 7(X,Y’) per
X ed Y di tipo (1,0).

0 0

"= T(ﬁzzf)_@

) = (Rzﬁ + R%ji) = R%i - Rkjimgkm = Rz‘mkjgkm-

Usando l'identita di Bianchi:
Rimk} + Rmki} + szimj = 0.
Ma 'ultimo termine e 0 per le osservazioni precedenti sul tipo. Quindi
Rimkj = _Rmkij-

E quindi:

P kM _ pk
rij = Rigemg™" = Rj3

ik = tTRij’Tl,OM.

In altre parole r;; ¢ la traccia di R;; visto come operatore da TYOM in sé.
Quindi: Ric(w) = iRicj;dz" A dz7. Dunque

Ric(w)(X,Y) = itr(Rxy).
E questo prova tutte e tre le affermazioni contenute nella tesi. O]
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Inoltre, sfruttando le proprieta funtoriali delle classi di Chern possiamo
ottenere un’espressione esplicita molto comoda per Ric(w).

Teorema 4.3.4. In coordinate olomorfe locali:
Ric(w) = —i00logdet (h;3).

Dimostrazione. Sia © la curvatura della connessione di Chern su T5°M.
Calcoliamo la curvatura della connessione di Chern di A" T'°M. La metri-
ca indotta su A" TH°M & det h;;. Quindi la formula per la curvatura della
connessione di Chern di A" T"°M da:

©' = d(det(hy;)) 'O det hy;.
Possiamo riscrivere questa formula come:
O’ = 0dlogdet h;; = —0dlog det h;;.
Poiche © = Tr(0) e Ric(w) = iTrO, otteniamo che:

Ric(w) = —iddlog det hy;.

4.4 1l teorema di annullamento di Kodaira

Il teorema di Kodaira collega la curvatura di una connessione su un fibrato
olomorfo in rette all’annullamento di tutti i gruppi di coomologia superiore.

Definizione 4.4.1. Sia M una varieta kahleriana. Diciamo che una classe
di coomologia a € HVY(M) N H*(M,R) ¢ positiva, e scriviamo a > 0, se
esiste una forma di Kdhler w tale che a = |w].

Teorema di annullamento di Kodaira 4.4.2. Sia M una varieta di
Kahler compatta e sia L un fibrato in rette olomorfo su M. Se ¢;(L) > 0,
allora

HY(M,Q*® L) =0

sep+q>n.
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4.5 1l teorema di Calabi-Yau

Il seguente teorema e un risultato profondo e con conseguenze importanti
nella teoria delle varieta Kéahleriane. La dimostrazione si compone di due
parti, una di carattere geometrico ed una legata alla teoria delle equazioni
alle derivate parziali non-lineari. Presentiamo la parte geometrica.

Teorema di Calabi-Yau 4.5.1. Sia M una varieta Kahleriana compatta.
Data una forma n di tipo (1,1) che rappresenta 2mwey (M), e data una forma
di Kdhler w, esiste una forma di Kdhler o' tale che

2. Ric(W') =n.
Dimostrazione. Per il 00-lemma applicato alle (1,1)-forme sappiamo che
Ric(w) — n = i00y

dove 9 ¢ una funzione scalare definita a meno di una costante additiva.
Poiché Ric(w) ed n sono forme reali, 1) puo essere scelta reale. Aggiungendo
a 1 una costante, possiamo supporre che

/eww”—/ w™.
M M

Sia w’ una seconda forma di Kéhler su M, tale che [w'] = [w]. Sia F' la
funzione positiva su M definita dalla relazione

(W) = Fuw".
Calcoliamo Ric(w') in termini di Ric(w),n,v ed F:
Ric(w') = —iddlog det(h;;) =
det(h;;)
det(h”)
= —i00log F + 1 + i00.

= —i00log + Ric(w) =

Dunque Ric(w’) = 7 se e solo se i00(log F —1)) = 0, cioe se e solo se log F —1)
¢ pluriarmonica e quindi costante. D’altronde se log F' — ¢ = ¢, con ¢ € R,

allora
/ w”:/ e¢w”:e_c/ Fw":e_c/ (w')”:e_c/ w".
M M M M M
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Dunque ¢ = 0. In conclusione, Ric(w') =7 se e solo se F' = ¥ cioe se e solo

se
(W) = e¥w™

Per risolvere questa equazione nella forma w’ applichiamo di nuovo il 00-
lemma: la forma w’, essendo coomologa a w, si pud cercare nella forma
W' = w + 100¢ con ¢ una funzione reale su M. Scritta in termini di ¢

I’equazione diventa:

¢

det (h;;
¢ ( " * 822'823

)= det(h;;)e?.

Questa e una equazione di Monge-Ampeére complessa. E una equazione
ellittica completamente non lineare. L’esistenza di una soluzione e stata
dimostrata da Yau. 0
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Capitolo 5

Varieta di Fano

5.1 Definizione e proprieta

Definizione 5.1.1. Una varieta di Fano é una varieta Kahleriana compatta
tale che c1(M) > 0.

Teorema 5.1.2. Se M ¢ una varieta di Fano
X(On) = 1.
Dimostrazione. Sia Ky = \"(T'°)* = (detT™°)* = QF,. Sappiamo che:
Oy = detT™ @ Q"

ossia det T'OM ¢ D'inverso (cioe il duale) del fibrato canonico. Pertanto si
chiama fibrato anticanonico ed e ovviamente olomorfo. Allora H?(M,Oy) =
HP(M,detT"* @ Ky;) = HP(M,Q"®detT'?). Per le proprieta funtoriali delle
classi di Chern sappiamo che c;(detT'?) = ¢;(T"?) che ¢ una classe positiva
poiché M e di Fano. Possiamo percio applicare il teorema di annullamento
di Kodaira, con L = detT'?. Percido HP(M,Oy) = 0 per p > 0. Inoltre
essendo M compatta e connessa,

dimcH (M, Oy) = 1.
Da questo segue la tesi. O]

Teorema 5.1.3. Se M ¢ wuna varieta di Fano anche 1 suot rivestimenti
olomorfi di grado finito lo sono.

Dimostrazione. Siaw : M — M un rivestimento olomorfo finito di M. Poiche
M & compatta ed il suo rivestimento e finito anche M ¢ compatta. Sia p un
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generico punto in M e sia U, un aperto ammissibile di p per il rivestimen-
to. Quindi 7~*(U,) = | U, dove gli U, sono aperti disgiunti che vengono
mappati diffeomorficamente su U, da 7. Sia § := 7*¢. Allora 7|y, € un dif-
feomorfismo isometrico per ogni . Sia w € ¢;(M) una forma di Kéhler. m*w
¢ reale. 7w e chiusa poiche dr*(w) = 7*(dw) = 7*(0). Poiche 7 ¢ un diffeo-
morfismo isometrico m*w & definita positiva. Poiche 7 € olomorfa 7* mappa
forme di bigrado (1,1) in forme di bigrado (1, 1). Quindi 7*w & una forma di
Kahler. Per le proprieta funtoriali delle classi di Chern abbiamo che:

(M) =1"(c1(M)) = 7" |w] = [r*w].

Quindi M @& Fano. O]

5.2 Il teorema di Kobayashi sulle varieta di
Fano

Teorema 5.2.1. Le varieta di Fano sono semplicemente connesse.

Dimostrazione. Per il teorema di Yau (??) sappiamo che esiste una metrica
di Kéhler w la cui forma di Ricci Ric(w) € definita positiva. Per il Corollario
?? al Teorema di Bonnet-Myers sappiamo che 71(M) & finito. Sia k la sua
cardinalitd e sia M il rivestimento universale di M. EM ) & un rivestimento
finito. Per il teorema sopra, M ¢ Fano. Calcoliamo ora la caratteristica di
Eulero-Poincaré del fascio strutturale per M e per il suo rivestimento M.

Usando la formula di Riemann-Roch-Hirzebruch otteniamo:

\(Oy) = [ chlOy)ea(in) = [ wati)

W(On) = /M Ch(Op (M) /M td(M).

Poiché 7 & un diffeomorfismo locale TM ~ 7*T'M. Dunque per le proprieta
funtoriali delle classi di Chern abbiamo che:

/Mtd(M)Z/Mﬂ*td(M)zk-/Mtd(M)?

dunque x(O,;) = kx(Op). Ma per il teorema (??) abbiamo che:

X(Op) =1 x(Oun)=1

Confrontando le due equazioni otteniamo che k£ = 1. O
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